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Intégrale de Wiener (suite)

Exercice 1 Etant donnés deux mouvements brownien (B;)¢o et (W, );>0 indépendants
et une fonction f € L?(R,), montrer en revenant & la construction de l'intégrale de

Wiener que les v.a.
+oo +oo
/ fsdBs et / fsdWy,
0 0

sont indépendantes. Généraliser au cas des processus.

Exercice 2 Etant donné un mouvement brownien réel (B;):>q, on désigne par H l'es-
~Us
pace gaussien associé a (Bt)o<tg1, c’est-a-dire :

2(0,A4,
H=Vet{B, 0<i<1] "

1. Montrer I’égalité suivante :

M {/Olfsst, re ).

On pensera a utiliser 'isométrie d’It6.

2. Etant donnés X € H et f e L2([0,1]), montrer équivalence entre les deux
propriétés suivantes :

1
(a) P—ps., X :/ fsdBs
0

(b) Ve € [0,1], E(XB;) = /t fuds.
0

3. Etant donnée une fonction f : [0,1] — R, de classe C!, démontrer la formule
d’intégrations par parties :

1 1
]P’—p.s.,/ fsdBs = f1By —/ f.Bgds.
0 0

Intégrale d’Ito

Exercice 3 Soit (B:):>0 un mouvement brownien. En revenant & la construction de
lintégrale d’Ito, démontre, pour tout ¢ > 0, la relation suivante

t
1
/ BydB, = = (B? —t).
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On commencera par approcher B sur [0, ] par la suite de processus simples :

n—1

Vn>0,Vs >0, B} = Z Biijn Liisn,i(iv1)/n((8)-
1=0

Exercice 4 Etant donné un mouvement brownien (Bt)t>0, montrer que pour tout
t>0,
t B " t
/(1—1——5) st—>/ exp(Bs)dBs,
0 L2 Jo

n

lorsque n tend vers l'infini. On commencera par vérifier que les intégrales sont bien
définies.

Exercice 5 Soit (B;):>¢ un mouvement brownien. Quelle est la loi de la v.a.

1
/ B.dB; ?
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