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Outils probabilistes

Processus d’Itô

Exercice 1 Ecrire sous la forme d’un processus d’Itô la quantité

∀t ≥ 0, Xt = (B1
t
)2 + (B2

t
)2 + (B3

t
)2,

où (B1
t
, B2

t
, B3

t
)t≥0 désigne un mouvement brownien de dimension trois.

Exercice 2 Etant donnés deux mouvements browniens (B1
t
)t≥0, (B

2
t
)t≥0 dans R rela-

tivement à une filtration (Ft)t≥0 tels que
〈

dB1
t
, dB2

t

〉

= ρdt, −1 ≤ ρ ≤ 1. Soient (ut)t≥0

et (vt)t≥0 deux processus continus, adaptés à (Ft)t≥0 et bornés par une constante K,
montrer que le processus

∀t ≥ 0, Mt = exp

(
∫
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0
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1
s

+

∫

t

0

vsdB
2
s
−

1

2

∫

t

0

(u2
s
+ v2

s
+ 2ρusvs)ds

)

,

est une martingale.

Exercice 3 Etant donnés un mouvement brownien (Bt)t≥0 relativement à une filtra-
tion (Ft)t≥0 et deux processus continus adaptés (ut)t≥0 et (vt)t≥0 tels que

∀t ≥ 0, E

∫

t

0

(u2
s
+ v2

s
)ds < +∞,

montrer que
(

Mt =
(

∫

t

0

usdBs

)(

∫

t

0

vsdBs

)

−

∫

t

0

usvsds

)

t≥0

est une martingale.

Exercice 4 Étant donnés un mouvement brownien (Bt)t≥0 relativement à une filtra-
tion (Ft)t≥0 et deux processus (φt)t≥0 et (ψt)t≥0 continus et adaptés à la filtration
(Ft)t≥0, tels que

∀t ≥ 0, E

(

∫

t

0

φ2
s
ds+

∫

t

0

ψ2
s
ds

)

< +∞,

on définit

∀t ≥ 0, Xt = 1 +

∫

t

0

ψsds+

∫

t

0

φsdBs.

On suppose que, p.s., pour tout t ≥ 0, Xt > 0 et ψt > 0.

1. Montrer que le processus (Mt)t≥0 défini par

∀t ≥ 0, Mt = exp
(

−

∫

t

0

(ψs/Xs)ds
)

Xt,

est une martingale de carré intégrable relativement à la filtration (Ft)t≥0.



2. On suppose que, p.s., pour tout t ≥ 0, ψt/Xt ≤ λ, pour λ ∈ R+, montrer que

∀t ≥ 0, E(Xt) ≤ exp(λt).

Exercice 5 Étant donnés un mouvement brownien (Bt)t≥0 relativement à une filtra-
tion (Ft)t≥0 et deux processus (φt)t≥0 et (ψt)t≥0 continus et adaptés à la filtration
(Ft)t≥0, tels que

p.s., ∀t ≥ 0, |ψt| ≤ K, K−1 ≤ φt ≤ K,

pour une constante K > 0, on définit

∀t ≥ 0, Xt = x0 +

∫

t

0

ψsds+

∫

t

0

φsdBs,

pour une condition initiale x0 ∈ R.
Montrer que le processus (Mt)t≥0 défini par

∀t ≥ 0, Mt = exp
(

−

∫

t

0

(ψs/φs)dBs −
1

2

∫

t

0

(ψs/φs)
2ds

)

Xt,

est une martingale de carré intégrable relativement à la filtration (Ft)t≥0.


