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Exercice 1 Soient B un movement Brownien défini sur un espace de probabilité
(Q, F,P) rélativement & une filtration F = (F;)>0. Soit en outre un procéssus (f4)e>o0
continu et borné et F-adapté.

1. Vérifier que le processus M défini par

t 1 t
M, = exp (/ ﬂsst - _/ Nid8>
0 2 0

est une P-martingrale.

2. Soit Q la probabilité définie sur Fp par dQ = MpdP. Montrer que, si T > t et si
X est une variable aléatoire Fr-mesurable Q-intégrable, alors

Eo[X|Fi] = M, Ep[X My |F).

3. En déduire que M ~! est une Q-martingale.

4. Soit (¢¢)t>0 un processus adapté continu borné et L; = fot psdBs — fot LsPsds.
Montrer que L est une Q-martingale.

5. On pose Z; = MLy, calculer dZ; et montrer que Z; est une P-martingale.

Exercice 2 Soit B un mouvement brownien rélativement & une filtration F = (F;)>0
et 6 un processus continue, borné et F-adapté. Soit

¢ 1t
H, = exp(—/ 0sdBs — 5/ 62ds).
0 0

On note Q la probabilité telle que dQ = H¢dP sur F;. Montrer que
1 T
Ep(HrInHy) = EQ(§/ 62ds).
0

Exercice 3 Soient (Q, F,F = (F;);>0,P) un espace de probabilité filtré et Q est une
mesure de probabilité qui est absoluement continue par rapport a P et si M; est la
densité de Q par rapport & P sur Fy, alors M = (M,;);>0 est un P-martingale.

Exercice 4 Soit B un mouvement brownien rélativement & une filtration F = (F;);>o0.
Soit T' le processus solution de dI'y = T'y(B,dt + vdBy), To = 1, ou 8 et v sont des
processus F-adapté et borné. On suppose que 7y est strictement positif.

1. Montrer que I'; exp(— fot Bsds) est une martingale.
2. Trouver une probabilité Q telle que I" soit une Q martingale.

3. Calculer dI'y ! Trouver une probabilité @ telle que I'"! soit une @ martingale.



Exercice 5 Soit S la solution de
dSt = St(udt + UdBt), SO =S,

ol les coefficients p et o sont constants.
1. Montrer que S¢ = sexp(ut + 0B, — "—;t)

2. On pose § = —£== ou 7 est une constante. Soit Q la probabilité définie sur F;
par

1
dQ = L;dP, ou L; = exp(0B; — 59%).

Montrer que (W; = By — 6t,t > 0) est un Q mouvement brownien.
3. Soit P la probabilité définie sur F; par dP = ZdQ avec Z; = exp(oB; — "—;t)
Montrer que _
dS; = S¢((r + o*)dt + 0dBy)
olt B est un P mouvement brownien.
4. Soit P; = Pye™. Montrer que (%,t > 0) est une Q-martingale. Montrer que
(%,t > 0) est une P-martingale.



