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EDS

Exercice 1 Soit B un mouvement brownien et g(z) = €' = (cos z,sinz) € R?. Mon-
trer que Y; = (Y}, Y;?) = g(By) est la solution de I'équation stochastique différentielle
stochastique

1 _
Yy = —§Ytdt+KY}dBt, ou K = ((1) 01> .

Exercice 2 Soit B un mouvement brownien. Vérifier que les processus donnés résolve
les EDS correspondantes

1. X; = eBt résout dX; = %Xtdt + X:dB;.

2. X, = % résout dX; = —%_HXtdt + %.HdBt'

Exercice 3 Soient B!, B? et B des mouvements browniens. Résoudre les EDS sui-
vantes (est ce que les solutions sont uniques?) :

1 1
(o) = (o) (0 52) (i)
2. dX; = Xidt + dBs.
3. dX; = — X dt + e tdB;.
4. dX; = (m — Xy)dt + odB; ou m et o sont constantes.

Exercice 4 Soit B un mouvement brownien par rapport a F = (F;):>0. Résoudre
I’EDS Orstein-Uhlenbeck

dXt = /J,Xtdlf + UdBt, X() =T (1)
ou 4 et o sont constantes. La solution est appelée le processus Orstein-Uhlenbeck.

Montrer que X est un processus gaussien et calculer E(X;) et Var(Xy).

Justifier que fot Xds est un processus gaussien. Calculer E[exp(fot Xsds)).
Calculer E(X,|F,) et Var(X,|F,) pour ¢t > s.

Soit X la solution de (1), et ¢ une fonction de class C?. Ecrire la formule d’Ito

= Lo =

pour Z; = ¢(X;). En déduire que si ¢(x) = fom exp(—ug—z)dy, alors

t B2
Ty = O'/ exp(—uU—S)st + ¢(z).
0

Z est-elle une martingale de carré intégrable 7



5. Soit A fixé, calculer
2
O(t,z) = E(e*r).

Montrer que ® est la solution d’une equation aux dérivées partielles. Soit ¥ (¢, x) =
In ®(¢, ). Montrer que
U(t,z) = 2%a(t) + b(t)

avec a’(t) = —2a(t)(p + o2a(t)) et b'(t) = —o2a(t).

Exercice 5 Soit B un mouvement brownien et a, «, b, 3 des constantes réelles. Soit
z € R. On considere 'EDS

dXt = (a + CYXt)df + (b + ﬁXt)dBt, X() =X. (2)

1. Montrer que (2) admet une unique solution.

2. On note m(t) = E(X;) et M(t) = E(X?). Montrer que m(t) est la solution de
I'EDO
v —ay=a, y(0)=ua (3)

3. Ecrire la formule d’Tto pour X2 olt X est la solution de (2).
4. En déduire que M (t) est I'unique solution de 'EDO

v — a+ By =2(a+bB)m -+, y(0) =2’ (4)

ou m est la solution de (3) (On admettera que l'intégral qui intervient est une
martingale).

5. Résoudre (3) et puis (4).
Exercice 6 Calculer I'espérance et la variance de la variable aléatoire ou
dXt = a(b—Xt)dt—FO'\/ XtdBt, Xo =x> 0.

On admet que 'EDS a une solution positive.



