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EDS II

Exercice 1 Soit X la solution de l’EDS suivante

dXt = µ(Xt)dt+ σ(Xt)dBt

où µ et σ2 sont des fonctions affines : µ(x) = µ0 + µ1x, σ
2(x) = σ0 + σ1x. On souhaite

montrer que pour toute fonction affine ψ(x) = ψ0 + ψ1x et pour tout θ, il existe deux
fonctions α et β telles que,

E
(

exp(θXT −

∫ T

t

ψ(Xs)ds)|Ft

)

= eα(t)+β(t)Xt .

1. Montrer que s’il existent deux fonctions α et β, alors le processus

eα(t)+β(t)Xt exp(−

∫ t

0

ψ(Xs)ds)

est une martingale avec α(T ) = 0, β(T ) = θ.

2. Montrer que la détermination de α et β conduit à la résolution d’une équation
différentielle non linéaire (équation de Ricatti), et puis d’une équation différentielle
linéaire. On ne demande pas la résolution de ces équations.

Exercice 2 Soient α une constante et X la solution de l’EDS suivante

dXt = −α2X2
t (1 −Xt)dt+ αXt(1 −Xt)dBt

avec la condition initiale X0 = x, x ∈]0, 1[. On admet que X prend ses valeurs dans
l’intervalle ]0,1[. On pose

Yt =
Xt

1 −Xt

.

1. Quelle est l’EDS satisfaite par Y ?

2. En déduire X.

Exercice 3 (Option Asiatique) Soit S la solution de l’EDS

dSt = St(rdt + σdBt), S0 = s > 0

où B est un mouvement brownien rélativement à une filtration (Ft)t≥0, les paramètres
r et σ étant constants.

1. Soit K une constante. Montrer que le processus

Mt = E
(

(
1

T

∫ T

0

Sudu−K)+|Ft

)

est une martingale.



2. Montrer que, si on pose ξt = S−1
t (K − 1

T

∫ t

0 Sudu), on a

Mt = StE
(

(
1

T

∫ T

t

Su

St

du− ξt)
+|Ft

)

.

3. Soit

Φ(t, x) = E
(

(
1

T

∫ T

t

Su

St

du − x)+
)

.

Montrer que Φ(t, x) = E
(

( 1
T

∫ T

t
Su

St

du− x)+|Ft

)

et que Mt = StΦ(t, ξt).

4. Ecrire la formule d’Itô pour M . En déduire une équation aux dérivées partielles
vérifiée par Φ.


