Chapitre 2

Temps d’arrét et martingales

En terme de modélisation, un temps de défaut est un temps aléatoire dans un espace
de probabilité. L’étude de ses propriétés est fortement liées aux informations accessibles
au cours du temps, modélisées par une filtration. L’objectif de ce chapitre est de présenter
ces notions mathématiques de base que nous utiliserons tout au long de ce cours.

2.1 Filtration et temps d’arrét

On fixe un espace de probabilité (€2, A, P). Une filtration F = (F;)i>0 sur (2,4, P) est
une famille croissante de tribus F; C A. On dit qu'un processus (X;,t > 0) est F-adapté
si X; est Fy-mesurable pour tout ¢ > 0. On dit que F est engendrée par un processus X,
noté F; = o(Xs,s < t), si elle est la plus petite filtration par rapport a laquelle X est
adapté.

Etant donnée une filtration (F;);>0, on peut definir une nouvelle filtration associée
.7-";“ = Fir = Neso Frae. On dit que F est continue a droite si Fy = .7-"t+. On introduit
également Fo = Vi>0F; et Fi— = VesoFi—e et suppose par convention Fy— = Fp. On
dit qu’une filtration F est compléte si la tribu A est compleéte (c-a-d, tout sous-ensemble
des ensembles P-négligeables reste encore dans A) et si F; contient tout ensemble P-
négligeable dans A. Pour la tribu F;, on peut définir sa complété par F; = o(F;, N) ot N
est 'ensemble qui contient tous les ensembles négligeables de A. On dit qu’une filtration
satisfait les conditions usuelles si elle est continue a droite et complete.

Lemme 2.1.1 Toute filtration F admet une plus petite extension continue a droite et
compléte, appelé I’augmentation usuelle de F, donnée par (F;")i>0 = (Fiy)i>0-

Un temps aléatoire est une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans R4 U {4o00}.
Un temps aléatoire 7 est appelé un F-temps d’arrét si {r < t} € F; pour tout ¢t > 0. En
d’autres terms, le processus (D] = i<yt 2 0) est F-adapté, ou encore, le processus
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(T At,t > 0) est F-adapté.

La tribu F; représente les informations accessibles avant ou jusqu’a la date ¢ > 0. On
observe alors en t si le temps d’arrét 7 est plus petit ou plus grand par rapport a t. Cela
dit, si 7 est un F temps d’arrét, on possede comme l'information en ¢ si le défaut a eu lieu
ou non et la date éventuelle de défaut.

Lemme 2.1.2 Si F est continue a droite, alors T est un F-temps d’arrét si et seulement
st {T <t} € F pour tout t > 0.

Démonstration. Si T est un temps d’arrét, alors {7 < t} = Ugerscoi{m < s} € Fp. Si
{1 <t} € Fy,alors {17 <t} =Neso{7 <t+e} € Neso Fite = Fir. Comme F est continue
a droite, Fry = Fy, donc 7 est un F-temps d’arrét. O

Etant donné un F-temps d’arrét 7, on peut définir la tribu
Fr={AecA: An{r <t} e F,t >0}

Par définition, une variable aléatoire Z est Fr-mesurable si et seulement si Z1(. < est
JFi-mesurable pour tout ¢ > 0.

Proposition 2.1.3 Tout F-temps d’arrét T est Fr-mesurable. En outre, si A est un en-
semble dans Fr, alors T|g := 714 + (+00)14c est un F-temps d’arrét.

Démonstration. On a 1<y = (T A t)l{rgt}- Comme 7 est un F-temps d’arrét, 7 At et
1{7<4y sont Fi-mesurable, alors il en est de méme de 71(, <. Donc 7 est Fr-mesurable.
Pour montrer la deuxieme assertion, il suffit d’observer que

{rla<t}={r<t}nAecF.
O

On considere plusieurs temps d’arrét, et en particulier, on s’intéresse a leurs minimum
et maximum. Pour le premier résultat dans le lemme suivant, le cas maximum peut étre
généralisé & une famille dénombrable de temps d’arrét et le cas minimum a une famille
finie de temps d’arrét.

Proposition 2.1.4 Soient 7 et o deuz F-temps d’arrét, alors
1) T Ao et TV o sont encore des F-temps d’arrét;

2) FoN{o <71} C Fonr = Fr N Fo.
Démonstration. 1) On note que 1 — 117 ,<ip = Lizaosty = Lirsey1{o>4y- Done

D™ =1-(1-D")(1-D°) (2.1)
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est F-adapté. Similairement,
D™? = D"D? (2.2)

est aussi F-adapté. On obtient donc 1).
2) Soient A € F, et t >0, on a

An{o<7in{r<t}=An{o<th)n{r<t}n{o At <1 AL},
qui est dans J; comme 7 At et o At sont Fi-mesurables. Donc
Fon{o <7} CF-.

On obtient la premiére assertion en remplacant 7 par o A 7. Pour montrer la deuxiéme
égalité, on remplace d’abord le pair (o, 7) par (0 A7,0) et (o A7,7) pour obtenir Fyp, C
Fo N Fr. Pour l'inclusion inverse, on remarque que pour tout A € F, N F, et tout ¢t > 0,

An{font <t} =(An{o<tHUuAn{r <t}) € F,

donc A € Fypr. a

2.2 Temps d’arrét et temps prévisible

La tribu optionnelle, noté par Op, est la tribu sur 2 x R, engendrée par tout processus
qui est continue a droite et admet une limite & gauche (cadlag) et F-adapté. Un processus
ou un ensemble est dit F-optionnel s’il est Op-mesurable.

Remarque 2.2.1 Le processus (D] = Lir<ty,t 2 0) est cadlag, de plus, il est F-adapté
si et seulement si 7 est un temps d’arrét. Dans ce cas-la, D7 est un processus F-optionnel.
Un F-temps d’arrét est aussi appelé un F-temps optionnel.

La tribu prévisible, notée Pr, est la tribu sur  x R} engendrée par tout processus
continu a gauche (cag) et F-adapté. Un processus ou un ensemble est dit F-prévisible s'il est
Pr-mesurable. Un temps aléatoire 7 est dit F-prévisible si le processus D7 est prévisible. !
Un F-temps d’arrét 7 est dit totalement inaccessible si P(t1 = o) = 0 pour tout temps
F-prévisible o. D’apres la proposition 2.2.2 au-dessous, tout F-temps prévisible est un
F-temps d’arrét.

Proposition 2.2.2 Tout processus cag et adapté est optionnel. On a Pr C Op.

1. Si IF satisfait les conditions usuelles, il existe une définition équivalente pour les temps prévisibles :
un temps d’arrét est dit prévisible s’il existe une suite de temps arrét (7,)n>1 tel que 7, est croissant,
Tn < T et limy 00 Tn = T P.S..
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Démonstration. La deuxiéme assertion est une conséquence immédiate de la premiere.
Soit X un processus cag. Pour tout entier n > 1, on note

X" = > Xyon Lo sy janf(t), £ > 0.
k>0

Le processus X (™ est continu & droite et F-adapté, donc est F-optionnel. Comme X est
la limite des X (™, le processus X est également F-optionnel. O

On peut donner une caractérisation de la tribu optionnelle ou prévisible en utilisant
les intervalles stochastiques. Soient 7 et o deux F-temps d’arréts, on définit

[r,0] = {(w,t) e A xRy : 7(w) <t < o(w)}

et similairement [7, o[, |7, o[, [7,0]. On utilise [7] pour désigner [r, 7] et on 'appele la
graphe de 7. Par la proposition 2.2.2, tout intervalle stochastique est un ensemble optionnel.

Proposition 2.2.3 La tribu Op est engendrée par les intervalles stochastiques [0, 7] ou
T est tout F-temps d’arrét.

Démonstration. On désigne par Of la tribu engendrée par les intervalles stochastiques
de la forme [0, 7[, out 7 est un F-temps d’arrét. Pour tout temps d’arrét 7, I'indicatrice
de P'intervalle stochastique [0, 7] est un processus adapté et cadlag. Par conséquent, tout
intervalle stochastique de la forme [0, 7] est dans la tribu Op.

Considérons maintenant un processus X qui est adpaté et cadlag, on va montrer

qu’il est Op-mesurable. Soit n > 0 un entier. On construit une suite de temps aléatoires

(Tlgn))ogkgn par

Tén) =0, T,ij_)l = inf{s > T,gn) : max(|Xs — XTén)|, | X — XTén)D >1/n}.

Il ’avere que T]gi)l (w) < t si et seulement si, pour tout m > 1, il existe r € (QN[0,¢]) U{t}

tel que T,gn)(w) <ret|X ) )(w)l{ (n) Xr(w)| > (1 =1/n)(1/m). Autrement
Tk} w Tk}

(w)<+oo}
dit, on a

<=0 U ({T,&ﬂ <TIN{IX 10 oy — Xel 2 (/0 = 1/mn)}).
m>1reQn|o,t]
ou r=t

(n)

On montre par récurrence que les 7,7 sont des temps d’arrét. Cela est évident lorsque k =

<+oo}
est ]:T(m—mesurable. En outre, X étant F-adapté, X, est F,.-mesurable. On en déduit que
k

0. Si T]En) est un temps d’arrét, par le lemme précédent, la variable aléatoire XT(n> 1 (=
k k

{r <y N {IX 1 - Xy| = (1/n—1/mn)} € Fr.
k

{’Tlgn)<00}
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Cela montre que {T,E:L_)l <t} € F; et donc T’g:_)l est un temps d’arrét.

Soit
(n) _ E
X — XTlin) 1|I7'I§n>,’7'(n) [[

>0 k+1
Si A est un ensemble dans fT(m, on a
k
1 w 1 n n — ]. n n
Ao o =g, o0

ko Th+1

d’ou XT(n) 1[[T(n) ™ | et donc X (™ est Op-mesurable. Comme X est la limite des X ) (car
k

ko Th+1

il est cadlag), on obtient que X est Of-mesurable. O

Proposition 2.2.4 La tribu Pr est engendrée par chacune des deux familles d’ensembles
sutvantes :

(1) Ax {0} ou A€ Fy et Ax]s,t] ou A€ Fs et s <t.
(2) Ax{0} ou A € Fy et les intervalles stochastiques [0, 7] ot T est tout F-temps d’arrét;

Démonstration. D’abord ces deux familles sont toutes contenues dans Pr : pour tout
ensemble dans ces deux familles, le processus associé est continu & gauche et adapté.

Soit X un processus cag. Pour tout entier n > 0, soit

Xt(”) =Xo+ Z Xijan Lgyon (k1) 27 (), t=>0.
k>1

Le processus X () est certainement mesurable par rapport & la tribu P(1) engendrée par la
famille (1). Comme X est la limite de X, on obtient que X est P(1)-mesurable. Notons
que 1435, = Lax)s,oo] — Laxt,oof- COmme 14515 00] = 1)s]4,00[ OU

84(w) = s14(w) + (+00)Lac (@)

est un [F-temps d’arrét (voir la proposition 2.1.3), on obtient que la famille (1) est contenue
dans la tribu engendrée par la famille (2). O

Proposition 2.2.5 1) Si 7 est un F-temps prévisible, alors [1] € Pp.
2) Si T est un F-temps d’arrét et [1] € Pr, alors T est un F-temps prévisible.
Démonstration. Cela repose sur 'égalité [7] = [0, 7] \ [0, 7[. On a [0,7] € Pr si 7 est un

F-temps d’arrét par la proposition 2.2.4, donc [7] € Pr si et seulement si 7 est un temps
prévisible. a

Corollaire 2.2.6 Soient T et o deux F-temps prévisibles. Alors T Ao et TV o sont encore
des F-temps prévisibles.

Démonstration. On a [0,7 A o= [0, 7[N]0, o[ et [0,7 V o= [0, 7[U[0, o[. La proposition
2.2.5 implique alors le corollaire. g
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2.3 Martingales

Dans cette section, on présente quelques propriétés de martingales qui sont liées aux
temps d’arrét. Soient X un processus et 7 un temps d’arrét. Le processus X7 définie par
X7 = Xynr est un processus arrété en .

On appelle F-martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale) tout processus F-
adapté M qui vérifie les conditions suivantes :

1) pour tout ¢, la variable aléatoire M; est intégrable,
2) pour s <t,on a My = E[M|Fs] (resp. My < E[M|F], Ms > E[M¢|F;]) p.s..

Soit X une F-sous-martingale. Si ¢ est une fonction convexe telle que p(X;) est
intégrable pour tout ¢, alors p(X) est aussi une F-sous-martingale. En particulier, |X]|
et (X —b)" (b €R) ot z7 = max(z,0) sont des sous-martingales. C’est une conséquence
de I'inégalité de Jensen.

Un processus adapté M est une martingale locale s’il existe une suite de temps d’arrét
Tp, croissant qui tends vers Uinfini p.s. telle que (Myar,,t > 0) soit une martingale. Une
martingale est évidemment une martingale locale. Par contre, une martingale locale (méme
si elle est intégrable) n’est pas nécessairement une martingale.

Soit (X4 )aer une famille de variable aléatoire intégrable, ou I est un ensemble d’indices.
On dit que cette famille est uniformément intégrable si
lim sup EHXQHHXQEH}] =0.
n—oo acl
On dit qu'une martingale M est fermée a [’infini s’il existe une variable aléatoire intégrable
M tel que My = E[My|Fi] p-s. quel que soit ¢ > 0. La condition d’intégrabilité uniforme
d’une martingale implique qu’elle est fermée a l'infini (voir le théoréme 2.4.5 en Appen-

dix). Dans certains théorémes de convergence, cette condition remplace I’hypothese de
domination.

Théoréme 2.3.1 (Théoréme d’arrét optionnel de Doob) Soient M une martingale
cad et T < o deux temps d’arrét bornés, alors on a

M; = E[M,|F:] p.s. (2.3)

Si de plus la martingale M est uniformément intégrable, ’égalité (2.3) reste vraie sans
supposer que o et T soient bornés.

Démonstration. La premiere assertion est une conséquence de la second. Montrons la
seconde. D’apres le théoreme 2.4.5, M est fermée a l'infini. Soit T I’ensemble de tous les
temps d’arrét qui prennent valeur dans un sous-ensemble fini de R U {+o0c0}. Montrons un
résultat auxiliaire suivant :

V7 eT, E[M,]=E[M,). (2.4)
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Supposons que 7 prenne valeure dans {0 =¢; < --- < t4}. On a

M = Z l{T:ti}Mti = Z (I{TZti} - I{TZti+1})Mti + l{Tth}Mtd

1<i<d 1<i<d
= D Yy My, = Y YesegMi, = Mo— Y Loy (My, — M, _y).
1<i<d 1<i<d 1<i<d

Comme {7 > t;} = {7 < t;_1}° est F;, ,-mesurable et comme M est une martingale, on
obtient (2.4).

L’égalité (2.4) permet d’établir le résultat dans le cas particulier ot 7 et o sont dans T.
Soit A un sous-ensemble de F. Posons 7|4 := 714 + (+00)14¢c et 0|4 := 014 + (+00)1 gc.
Ce sont des temps d’arréts (voir la proposition 2.1.3). L’égalité (2.4) appliquée a 7|4 et
o|A donne

E[M,14] + E[Moo1 ae] = E[M, ] = E[My] = E[M,14] + E[Moo14¢],

d’ou M, = E[M,|F;].

Le cas général repose sur la continuité a droite de X. Sans perte de généralité, il
suffit de montrer que E[X|F;| = X; p.s. pour tout temps d’arrét 7. Il existe une suite
décroissante (73)r>1 de temps d’arrét dans T qui converge vers 7. On peut prendre par

exemple
n2"

7
Tk = Z 271(i*1)/2"§T<i/2" + ("‘00)17—2”

i=1
La suite M, converge p.s. vers M. Comme la famille M, = E[My| ]-“Tk] est uniformément

intégrable, on a M, = limy_,, M;, dans L'. D’ou
M. =E[lim M, |F;] = lim E[M, |F;] = E[M|F;].
k—o0 k—o0
O

Il y a une version du théoreme 2.3.1 pour les sous-martingales (resp. sur-martingales),
il suffit de remplacer (2.3) par une égalité M, < E[M,|F;] (resp. M; > E[M,|F:]) p-s..
Ci-dessous est un critere des martingales.

Proposition 2.3.2 Soit X un processus cadlag et F-adapté. Alors X est une martingale
st et seulement si, pour tout temps d’arrét borné T, la variable aléatoire X, est intégrable
et on a E[X;] = E[X(].

Démonstration. La nécessité provient du théoreme d’arrét de Doob (le théoreme 2.3.1).
Montrons la suffisance. Soient s < t deux nombres réels, et A € F;. La variable aléatoire
T =1l4c + sl4 est un temps d’arrét. Donc on a

E[Xo] = E[X,] = E[X,14] + E[X,14].
15



Or, t lui-méme peut étre considéré comme un temps d’arrét, d’ou

E[Xo] = E[X;] = E[X,1 4] + E[X;14].

Par conséquent, on a E[(X; — X;)14] = 0. Comme A est arbitraire, on obtient X, =
E[X¢|Fs]. La condition de integrabilité est satisfaite car ¢ est un temps d’arrét. Donc X
est une F-martingale. O

Proposition 2.3.3 Soient M une martingale cad et T un temps d’arrét, alors la martin-
gale arrétée (M] = Mipr,t > 0) est une martingale cad. Si de plus M est uniformément
intégrable, alors MT™ [’est aussi.

Démonstration. Le processus arrété M7 est nécessairement continu a droite. D’apres la
proposition 2.3.2, il suffit de vérifier que E[M]] = E[M{] pour tout temps d’arrét borné.
Or M] = Mps, o T A 0 est un temps d’arrét borné. Encore d’apres la proposition 2.3.2,
on a E[M]] = E[M;r.] = E[My] = E[M{]. O

2.4 Appendix

2.4.1 Théoreme d’arrét de Doob

Dans ce paragraphe, on présente des résultats qui sont preparatoires ou liés au théoreme
d’arrét de Doob 2.3.1. On commence par discuter la version continue a droite de (sur-,
sous-)martingales ou I'inégalité “upcrossing” de Doob joue un role tres important.

Soient F' = {t; < -+ < tg} une famille finie dans R et f une application définie sur
un sous-ensemble de Ry contenant F' et & valeurs dans R U {4o00}. Soient a < b deux
entiers. On définit par récurrence une suite (sp)p>1 comme la suite

81 1= inf{ti : f(tz) > b}, S9 1= inf{ti > 81 ¢ f(tz) < a}
Sop41 1= inf{ti > Sop f(tl) > b}, Son42 1= inf{ti > Sop+1 - f(tz) < a},
ol inf ) = t4 par convention. On pose
DY(f, F) :=sup{n : so, < tg}.

Si T est une famille dans Ry et si f est une fonction définie sur un sous-ensemble de R
contenant T et a valeurs dans R U {400}, on note

DL(f,T) = sup Di(f, F).
P

Lemme 2.4.1 (Doob) Soient X une sous-martingale et T une famille dénombrable dans
R4. Pour tous a < b, on a

(b — a)E[DG(X,T)] < ?él}r)E[(Xt —b)4]. (2.5)
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Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer T fini, soit 7 = {t; < --- < t4}.
Cela nous permet d’utiliser les notations sj introduites au-dessus (ici les sp sont des
variables aléatoires). Posons Ay = {sp < tgq}. La suite (Ay)gr>1 est décroissante. Par

défintiion, on a Xg,, , > b sur Ag,_;1 et X, < asur Ay,. Donc on a

0< E[1A2n71(X82n71 - b)] < E[]'Aanl(XSQn - b)]
S (a - b)]P)(AZn) + ]E[]‘Aanl\AQn (Xs2n - b)]

Or on a s9, = t4 sur A5, donc
(b—a)P(A2n) < E[14,, 1\ Az, (Xsg, — )] = E[14,, 1\ a5, (Xty — b)4]-
Comme Ay, = {D%(X,T) > n}, quitte & prendre la somme par rapport & n, on obtient
(b= a)E[DG(X, T)] < E[(Xq, — b)+].

C’est ce qu’il faut démontrer (la fonction x — (x — b)4 étant convexe, par I'inégalité de
Jensen, la fonction ¢t — E[(X; — b)4] est croissante). O

Théoreme 2.4.2 Soit X une F-sous-martingale. Pour presque tout w € §, limq req Xr(w)
existe pour t €]0,+o00[ et lim,|; ,cq existe pour t € [0, +00].

Démonstration. Soit I un intervalle fermé et borné dont la borne supérieure t; vérifie
tqg > t. Soit a < b deux réels. On a E[(X; — b)1] < E[(Xy, — b)+] < 400 pour tout ¢ € I.
Par conséquent, il existe un ensemble Z de mesure nulle tel que DZ(X , INQ) < 400 sur
Z¢ quels que soient a,b € Q avec a < b. Par le lemme de Fatou, on a
E[ liminf X,] < liminf E[X,] < +oo,
rit,relINQ rit,reINQ

d’ott liminf,4y e X < 400 p.s. Siliminf,4 rerng Xr(w) n'existe pas, alors il existe des
nombres rationels a et b tels que

liminf X, (w) <a < b< limsup X,(w).
rt,relNQ T( ) th,TGIﬂpQ 7‘( )

Cela montre que D%(X(w),I N Q) < +oc et donc w € Z. La preuve de l'existence de la
seconde limite est identique. O

Remarque 2.4.3 Soit X un processus. On définit

Xit :=limsup X, (¢t >0), X;_ :=limsupX, (¢t > 0).
rlt,reQ rt,reQ

On désigne par X, et X_ les processus correspondant (en posant Xo_ := X par conven-
tion). Il s’avere que X_ est un processus F-adapté. Ce n’est pas vrai en général pour X .
Mais si la filtration F est continue a droite, alors X, est adapté.
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D’apres le théoreme précédent, si X est une sous-martingale, alors les limites supérieures
au-dessus sont p.s. des limites. On suppose que la filtration F soit usuelle. Soit X un [F-
sous-martingale telle que la fonction ¢ — E[X;] soit continue & droite (cela est vérifié
notammement lorsque X est une martingale). Il existe alors une modification 2 X de X
qui est cadlag et est une F-sous-martingale. On peut prendre par exemple (avec la notation
de la démonstration du théoreme)

X = 1ZC><R+X+.
Ce processus est appelé une version cadlag de X.

Théoréme 2.4.4 Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires qui est uniformément
intégrable. Si X, convergent p.s. vers une variable aléatoire X, alors X est intégrable et
la suite (X,,)n>1 converge dans L' (Q, A,P) vers X.

Théoréme 2.4.5 Soit X une sous-martingale cad. Sisup, E[X;"] < +oo, alors X; convergent
p.s. vers une variable aléatoire X quand t tends vers linfini. Si de plus la famille (X¢)i>0
est uniformément intégrable, alors lim_oo X; = Xoo dans L.

Démonstration. Comme le processus X est continue a droite, I'inégalité (2.5) s’étend sur
R4 :ona
(b — EIDA(XR4)] < sup B[(X: — D).

Par un argument similaire & la démonstration du théoreme 2.4.2, on obtient la premiere
assertion. La deuxiéme assertion est une conséquence de la premiere et du théoréeme 2.4.4.
O

2. i.e., pour tout ¢, on a )?t = X p.s.
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