Chapitre 3

Grossissement de filtration
progressif

Dans la modélisation du risque de crédit, on distingue souvent l'information sur le
marché “sans défaut” répresentée par une filtration de référence F = (F;)>0, et I'infor-
mation du défaut. En général, le temps de défaut 7 n’est pas nécessairement un F-temps
d’arrét. L’information globale contient ces deux types d’informations, obtenue par un gros-
sissement de filtration en terme mathématique. On suppose qu’un investisseur observe a
la date t, en outre que l'information contenue en JF;, si le défaut a eu lieu ou non et le
temps éventuelle du défaut au cas positif, cette information est répresentée par la tribu
o(7 A't) ou de fagon équivalente, par o (1<, s < t).

Soient (€2, A, P) un espace de probabilité muni d’une filtration F = (F;);>0 qui satisfait
les conditions usuelles et 7 une variable aléatoire A-mesurable & valeur dans Ry U {+o0}.
On introduit la filtration D = (Dy);>0 par

D, =D}, = (D)., D}=o(rAt). (3.1)
e>0

Alors D est la plus petite filtration continue a droite telle que 7 est un D-temps d’arrét.
On définit

Gt =F VD (3.2)

et on appelle G = (Gt)¢>0 le grossissement progressif de F par le temps aléatoire 7, qui est
la plus petite filtration continue a droite contenant F et faisant 7 un G-temps d’arrét et
répresente I'information globale du marché.

La théorie de grossissement de filtration a été introduite et développée par 1’école
francaise de probabilités dans les années 70-80, voir par exemple [7, 6, 3, 8, 9]. Le gros-
sissement progressif est ensuite appliqué a la modélisation de risque de crédit vers la fin
des années 90 dans une série de papiers [5, 2, 1]. Pour étudier les produits financiers sen-

19



sibles au risque de défaut, par exemple, pour le probleme de pricing (4.1), on doit prendre
compte de l'information dans G; définie par (3.2).

3.1 Espérances conditionelles

Les calculs des espérances conditionelles par rapport a la filtration G sont essentiels
pour évaluer des produits dérivés qui sont sensibles au risque de défaut.

Lemme 3.1.1 Soientt € Ry et Y; une variable aléatoire Gi-mesurable, alors il existe des
variables aléatoires Yy et Yi(-) respectivement Fy et Fi @ B(Ry)-mesurables et telles que

Yy = 1o Vi + Lpen V(7). (3.3)

Démonstration. Par définition de G, pour tout ¢t € Ry et tout entier m > 0, la variable
aléatoire Y; est F; V o(7 A (t + 1/m))-mesurable. Donc il existe une fonction F™ qui est
Fi ® B(R"} )-mesurable telle que

Y, = F"(t A (t+1/m)).

Alors,sur {7 < t},onali <Y = L B (7). Sur {7 > t},onaly o n Y = 1oy F™(TA
(t+1/m)), donc pour w fixé et m assez grand, on obtient 1,5, Y; = Loy F"(t + 1/m).
En prenant _

Y; = limsup F/"(t + 1/m) et Y; = limsup F}"(7),

m— 00 m—0o0

le lemme est demontré. O

On a également le variant suivante du lemme 3.1.1.

Lemme 3.1.2 Toute variable aléatoire G;_-mesurable Y; peut étre écrite sous la forme
Yy = 1o Vi + 1pan Ya(7)

ou Yy et Yi(-) sont respectivement Fi— et Fr— @ B(Ry)-mesurables.

Démonstration. Pour tout t > 0, G = J,og Ft—e Vo (T A(t—¢)). Donc il existe m > 0 tel
que Y; est Fi— @0 (TA(t—1/m))-mesurable et Y; peut étre écrite comme F;"(7A(t—1/m)) ou
F™ est une fonction F;_ @ B(R"} )-mesurable. Similaire que dans la preuve du lemme 3.1.1,
onaly>nY; =15 F{"(t—1/m) et pour w fixé et m assez grand 1,V = 1oy F{™(7).
On définit alors V; = limsup,, ,.. F/™(t — 1/m) et Y; = limsup,, ,.. Fy™(7) et obtient le
lemme. O

On peut calculer les G-espérances conditionelles sur ensemble {7 > ¢} en utili-
sant le fait qu’une variable aléatoire G;-mesurable coincide avec une variable aléatoire
Fi-mesurable sur {7 > t}.
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Proposition 3.1.3 Soit Y une variable aléatoire A-mesurable. Si P( > t|F;) > 0 pour
tout t > 0, alors

E[Y1{7>t}|]:t]
1{T>t}E[Y‘gt] = 1{T>t}m. (3.4)

Démonstration. Par le lemme 3.1.1, il existe une variable aléatoire Y} qui est F;-mesurable
telle que

LirsnBIY|G] = 1 Yy

En prenant 'espérance conditionelle de 1égalité précédente par rapport a F;, on obtient
E[l{rsy Y| F] = B(r > t| 7)Yy,

d’otut vient (3.4). O

On désigne par S; := P(7 > t|F). On note! que {7 >t} C {S; > 0}, p.s.. Le processus S
joue un role important dans la suite. Il est une F-surmartingale, appelée la surmartingale
Azéma de 7T et on prendra sa version cadlag.

Corollaire 3.1.4 Pour tousT >t >0, on a

E[S7|F]

P(7 > TI0) = Loy~ g

Proposition 3.1.5 On suppose que S est de variation finie.

1) Soit h une fonction borélienne bornée ou positive, alors pour T >t >0, on a

E[f;, 71 h(w)dSu| i
St

E [1{t<T§T} h(T) |gt] = - 1{T>t}

2) Soit Z un processus F-prévisible borné ou positif, alors

E[f,, 7 ZudSu|F]
Si

Ell{tcr<myZr|Gt] = —1{r>ty
Démonstration. 1) Par la proposition 3.1.3, il suffit de vérifier que

ElLcr<ryh(r)| B = —E| /] | HdS.IF)

1. ACBps. <= 14 <1p ps..
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On considere une fonction d’escalier de la forme h(u) = 371" hily, 4, ,(u) ott hy € R et
t=ty <t < - <tpy1 =T. Alors

E[l{t<T§T}h( |Ft ZE h 1{t <‘r<tz+1}’]:t]
=0

= ZE[hiE[l{ti<T}|fti]|Ft] - E[hiE[l{ti+1<T}|th‘+1]’]:t]
=0

:E[Zhi( Stz+1 ‘}—t - 2/ u)dSy ‘]:t] - [/ h(u)dsu‘}—t]'
i=0 tz terl] ]th]

Comme toute fonction borélienne s’écrit comme la limite d’une suite de fonctions d’escalier,
on obtien 1).

2) La preuve est similaire que 1). Il suffit de considérer le processus de la forme Z, =
>0 Lty 11(8)Zt; ot Zy; est Fy,-mesurable. On utilise alors le procédure similaire pour
démontrer 2). O

Les espérances conditionelles sur ’ensemble {7 < ¢} sont importantes pour étudier les
impacts d’'un événement de défaut passé. Pour effectuer des calculs explicits, on a besoin
d’une hypothese supplémentaire.

Hypothése 3.1.6 Pour tout ¢t € Ry, la loi conditionelle de 7 sachant F; est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue. En d’auatre terme, il existe une fonction
Fi: ® B(R4)-mesurable a;(u) telle que pour toute fonction borélienne f,

)| F) = /000 fw)ag(u)du, p.s.. (3.6)

La famille o(-) est appellée la densité conditionnelle de 7 par rapport a F (ou la densité
de 7 ¢'il n’y pas d’ambiguité). On a

P(r>T|FR) = / ar(u)du, YT > 0.
T

Notons que pour tout u > 0, (a¢(u),t > 0) est une F-martingale.

Proposition 3.1.7 Sous ’hypothése 3.1.6, le temps aléatoire T évite tout F-temps d’arrét,
c-a-d, P(1 = &) = 0 pour tout F-temps d’arrét &.

Démonstration. Soit & un F-temps d’arrét bornée par une constante 7. Alors la variable
aléatoire He(t) = lye—yy est Fr @ B(R)-mesurable et on a

E[H (r)| F] = E[E[He(r)|Frl| F] = / He(w)ar(u)dul F] = 0

Donc E[H¢(7)] =P(( =7) =0. O
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Proposition 3.1.8 Soient T € Ry et Yr(7) une variable aléatoire Fr @ B(R.)-mesurable

positive. Alors pour tout 0 <t < T,

E[Yr(0)ar(6)|Fi]
at(H) 0=

EY7(T)|Ge] 7<)y = Lir<ny p.s..

Démonstration. Par Lemma 3.1.1, il existe une variable aléatoire Y;(0) qui est F; @ B(R)-
mesurable telle que E[Y7(7)|Gi]1{,<4y = Yi(7)1{7<s}- En outre, toute variable aléatoire G;-
mesurable s’écrit sous la forme Hy(7)1{;<; sur {7 < t}. Soit H;(7) une variable aléaoire
de test positive, on a

E[H(T)1z<nY7(7)] = E[Ht(T)l{TSt}}Z(T)}'
En utilisant la densité,

E[Hy(T)1{r<n Y7 (7)] = /OooE[Ht(‘g)1{0§t}YT(0)aT(9)]d0

— [ Bl o BV 0)ar (0) s
et o
B () Lpcn i) = [ B0 <o T0)on (0)a5.
Comme Hy(6) est arbitraire, on obtient
Ti(0)0u(6) = B[Yr(0)ar (0)|Fi,

ce qui permet de conclure la preuve. O

3.2 Compensateur et intensité

On introduit dans cette section les notions de compensateur et d’intensité, qui four-
nissent la base théorique de I'approche d’intensité dans la modélisation de défaut.

Définition 3.2.1 Soit 7 un G-temps d’arrét. Le G-compensateur de 7 est le processsus
prévisible croissant A tel que (Ny := Lir<ny — A% t > 0) est une G-martingale. Si A® est
absolument continu par rapport & la mesure de Lebesgue, alors le processus G-adapté et
positif A® tel que A% = fg A\Cds est appelé la G-intensité de 7.

Proposition 3.2.2 Le G-compensateur A® est arrété en t, c-a-d, A;G’ = Af}w p.S..

Démonstration. Comme 7 est un G-temps d’arrét, le processus arrété (Nepar,t > 0) est
aussi une G-martingale. On note que Niar = 1<y — AL, ., donc AP = AL, ps.. O

On en déduit immédiatement le résultat suivant.
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Corollaire 3.2.3 Si lintensité \C de 7 existe, alors A\ =0 p.s. sur {t > 7}.

Le lemme suivant est une généralisation de Lemmes 3.1.1 et 3.1.2. On rappelle que Op
et Pr désignent respectivement la tribu optionnelle et prévisible sur 2 x R,..

Lemme 3.2.4 1) Tout processus G-optionnel Y peut s’écrire sous la forme Y = 1{T>t}17}+
1{T§t}}~ft(r) ouY et Y (-) sont des processus respectivement Oy et Op@B(R.)-mesurables.

2) Tout processus G-prévisible Y peut s’écrire sous la forme Y, = 1{T2t}§_ft + 1{T<t}§~/t(7')
oY et }7() sont des processus respectivement Py et Pr @ B(R.)-mesurables.

Démonstration. 1) 1l suffit de considérer Y = Zl, [ ot Z est une variable aléatoire

Gs-mesurable. Par le lemme 3.1.1, Z = 1(,-Z + 1{T§3}2(T) ot Z et Z(-) sont Fy— et
Fs @ B(Ry)-mesurables. On a

Yy = Z1ysey = (s Z + 1<) Z(7)ing)
= Loty (Lt 2) + 1<y Usary Z + Lp<s<ny 2(1)).

Posons Y = Zl[s,oo[[ et 37(0) = 1{3<9}Z + 1{529}2(9)1[3700[[. Ce sont respectivement des
fonctions Op- et Op ® B(R)-mesurables, et on a Y = Y1, + Y (7)1} o[- Le résultat
est donc démontré.

2) La démonstration, qui utilise le lemme 3.1.2; est trés similaire a celle de 1). On la
laisse comme un exercice. a

Par le lemme 3.2.4, il existe un processus F-prévisible AF tel que A® et AF coincident
sur 'ensemble {7 > t}. On appelle A" le F-compensateur de 7. Si AF est absolument
continu par rapport & la mesure de Lebesgue, c-a-d, il existe un processus F-adapté \F tel
que A = fg Ads, on appelle A la F-intensité de 7.

On peut calculer explicitement les compensateurs en utilisant le processus S.

Théoréme 3.2.5 Soit S = M — A la décomposition Doob-Meyer de la surmartingale S,
M étant la F-martingale et A étant le processus F-prévisible croissant. Alors

dA,
AP =1gshyAf = / Yr>uyg—- (3.7)
}O’t} u—
Démonstration. On va montrer que (Z; = ly;<y — f}oﬂ 1{72u}d‘:%,t > 0) est une G-
martingale. D’un coté,
E[ST|F:
Bl1 <o) — Loy I6] = sy (0 gt’ 4oy,
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De T'autre coté,

dA, 1{T>t} dA,
gy Yz g 219 = =g EL | Yz g 71
{r>t}

= E[/TIE[I |f]dA"|f] _1 E[Ar — A|F]
- St ] {TZU} u Su_ t| — St T t t]-

Comme S = M — A et M est une F-martingale, on obtient E[Zr — Z;|G,] = 0. 0

Sous I’hypothése de densité 3.1.6, la surmartingale S admet une decomposition explicite
de Doob-Meyer, qui implique alors une formule explicite de ’'intensité.

Proposition 3.2.6 On suppose l’hypothese de densité 3.1.6.
1) (M := S; + fo as(s)ds,t > 0) est une F-martingale.

2) Soit ¢ := inf{t : S;_ = 0}. On définie \| = atff sur {t < C} et \f := )\ICF sur {t > (}.
Alors (L} := Sie™ I Aids 4> 0) est une F-martingale locale.
3) Le processus défini par

oy (t
>‘t - ]‘{T>t})\t - 1{T>t} ‘ts( )

est une G-intensité de 7.

Démonstration. 1) Par la définition de la densité et sa propriété de martingale, on a

T T
B[Sy — S)|F)] = — /t ar(s)ds = —E[ /t as(s)ds| ]

Donc Sy + fg as(s)ds = E[ [~ as(s)ds|Fy] est une F-martingale carré intégrable car

E[(/OOO as(s)ds)ﬂ - QE[/DOO as(s)ds /:O au(u)du} - 211«:[/000 Ssas(s)ds} <2.

2) On obtient par I'intégration par partie et 1) que
dLS = eJo Xods g, 1 efo Xods \F g, qt = eJo Mods gppS.

3) est une consquence du théoreme 3.2.5 et 1). On note que lhypothese de densité nous
permet de choisir ay(t)/S; au lieu de oy (t)/S;— car fo as(s)/Ssds = fo as(s)/Ss—ds. O

Proposition 3.2.7 Si lintensité de T existe, alors T est un G-temps d’arrét totalement
inaccessible.

Démonstration. Soit o un G-temps prévisible, le processus H défini par Hy = 1{5—) est
prévisible. On a

IP)(O' = / th].{7-<t} / thA ]
Si A® est abolument continu, alors P(o = 7) = O
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3.3 Décomposition de F-martingale

Pour évaluer les produits dérivés de crédit, c’est important d’étudier les probabilités
risque-neutre, c-a-d, les mesures de probabilités sous lequelles les prix actualisé d’un pro-
duit financier est une martingale. Dans un marché classique sans défaut, il s’agit des
F-martingales, quand on incorpore le risque de défaut et les informations associées, on
s’intéresse alors aux G-martingales. Il est donc naturel de se demander si les prix actua-
lisés d’un produit qui n’est pas lié au défaut dans le marché classique reste encore une
martingale dans le marché élargi.

En général, une F-martingale n’est pas une G-martingale. On cherche une probabilité
équivalente Q telle qu'une (F, P)-martingale (locale) reste une (G, Q)-martingale (locale).
On va étudier ce probleme en deux étapes : premierement, on considere la décomposition
d’une F-martingale (locale) comme une G-semimartingale sous la méme probabilité P,
ensuite dans la section suivante, on s’intéresse au changement de probabilités.

Etant donné un G-temps d’arrét 7, tout processus Y peut étre décomposé comme une
somme de deux parties : un processus arrété en 7 et 'autre qui commence en 7, c-a-d,

th - }/;Z/\T + (}/t - YT)l{TSt}y t Z 0 (38)
Le résultat suivant montre qu'une F-martingale arrétée en 7 est une G-semimartingale.

Proposition 3.3.1 Soit M wune F-martingale locale. Alors (Minr,t > 0) est une G-
semimartingale et (Miar — g/\T Su%d<M, Ms>u,t > 0) est une G-martingale ou S =
M?S — A% est la décomposition Doob-Meyer de la surmartingale S, et le crochet oblique

(M, M) désigne le compensateur de la variation quadratique [M, M*].

Démonstration. O

On a besoin des hypothéses supplementaires pour qu’une F-martingale locale soit une
G-semimartingale. Dans la suite de cette section, on va supposer I'’hypothese de densité
3.1.6 et on commence par donner une caractérisation pour les G-martingales locales.

Proposition 3.3.2 Un processus cadlag Y est une G-martingale locale si et seulement
s’il existe un processus cadlig F-adapté Y et un processus O(F) @ B(R")-mesurable Y;(.)
tels que B

Yi=Yiliroyy + V(7)<
et que
1) (Up = YS; + fg?s(s)as(s)ds, t > 0) ou de facon equivalente, (L7 (Y + fot(f/s(s) —
Ys)Alds),t > 0) est une F-martingale locale ;
2) pour tout 0 > 0, (Yi(0)ay(0),t > 0) est une F-martingale locale.

Démonstration. Si 'Y est une G-martingale locale, comme 7 est un G-temps d’arrét, alors
dans la décomposition (3.8), le processus arrété (Yiar,t > 0) et leur différence sont
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également des G-martingales locales. On va montrer que les conditions 1) et 2) sont res-
pectivement des condition de caractérisation pour des martingales arrétées en 7 et celles
qui commencent en 7.

1) L’espérance conditionelle de Y = ?tl{r>t} + }77(7')1{795} sachant F; est une martin-
gale locale Y™F donnée en utilisant la densié par

t ~
V7 < BlYine ] = Vs + [ Vilohauls)ds
0

On a donc YV, — U, = fot Ys(s)(au(s) — as(s))ds. Soit u < t, par le fait que (ay(s),t > 0)
est une F-martingale, on a

E[Y"F — U\ F] = / Ya(s)((s) — as(s))ds| F] +IE/ Ya(5)(04(s) — as(5))ds| ]

/Y (v (8) — as(s))ds,

alors Y™F — U et donc U est une F-martingale locale. Inversement, on suppose que U est
une F-martingale locale, alors pour tous t > u,

t ~ JE—
E[Y .S, +/ Ys(s)as(s)ds|Fu] = YuSu.

Donc on a par la proposition 3.1.3
E[Yinr|Gu] = EY i1 rasy + Yo (7)1ir<|Gul
-1 {T>"}51u (E[?tst + /u t i(s)au(s)m]) + ey Yo (7)
= 1{T>u}?u + 1{T§u}37r(7') = Yunr-

La seconde formulation est basée sur la décomposition multiplicative LY = SteA]tF par la
proposition 3.2.6 ot A} = f(f Mds est un processus continu et croissant. Donc

AV, L) = d(Y,Sie™) = eMd(Y,S)) + eM Y S AFdt
= MU + (Ve — Ya(6) N L dt,
ou la derniere égalité vient de oy (t) = AfS;. La propriété martingale de U est equivalente
a celle de (Y L7 — fg(Ys — Yi(s))AELIds, t > 0), et & la deuxieme condition.
2) On consideére maintenant la condition de caractérisation pour Y, := (Y; — Y;)1 (r<t) =
(Yi(7) = Yo (7)) 1{r<4y- Soit u < t, on a

E((Yi(7) = Y (7)) {7<y]Gul

= e gL () = T ou()ds 7 + 10y S EITi(0) = To()ou(O)|Foll—r
(3.9)
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Si (Yt > 0) est une G-martingale, E[(Y:(7) — Y7 (7)1 (r<y|Gu] = (Yu(7) = Yo (7)) 1r<uys
ce qui implique que (}th(@)at(ﬁ), t > 0) est une F-martingale. Le réciproque est également
vrai. O

Proposition 3.3.3 On suppose l’hypothése de densité 3.1.6. Toute F-martingale M est
une G-semimartingale qui peut étre écrite sous la forme M; = Lf’ + Af’ ot (Lf’,t >0)
est une G-martingale locale et (AP := Alrs + Ae(T)1grcqy,t > 0) est un processus
F-prévisible a variation finie avec

T td<M>S>u e A _ td<M7a(9)>u 7
y /O S et o) - /9 e (3.10)

Démonstration. Sion suppose que la F-martingale M est une G-semimartingale, elle peut
étre décomposé comme la somme d’une G-martingale locale et un processus G-prévisible a
variation finie qui peut étre écrite par le lemme 3.1.1 comme A® = Al + At(7_>]-{7-<t}

ot A; et Zt() sont respectivement Pr et Pr @ B(R4)-mesurables.. On va vérifier par la
proposition 3.3.2 que (M — A® = (M, — A)lprsey + (My — A(7) — Ar)lir<s),t > 0) est
une G-martingale locale.

Comme 7 évite F-temps d’arrét (voir la proposition 3.1.7), la F-martingale M n’admet
pas de saut en 7, on peut alors choisir L€ tel que L€ et A® n’ont pas de saut en 7. Par la
proposition 3.3.2, on va considérer les deux processus

(LY (My — Ay),t > 0) et (o (0)(M; — Ay(6)),t > 6).
Pour le premier, on a
d(Ly (M, — Ay)) = L d(M; — Ay) + (My— — Ay )dLy + d[L%, M],
= Li_dM; + (M — Ay )dLY + d([L°, M)y — (L®, M);) — LY dA; + d(L°, M);.
Comme L° est le produit de S et un processus continue et croissant eAF, on a

d(M,L%);  d(M,S);

5 S,

Si A satisfait la premiere égalité de (3.10), alors (L7 (M — A;),t > 0) est une F-martingale
locale. De fagon similaire, si A(9) satisfait la deuxieme égalité de (3.10), alors (a;(6)(M; —
Ai(0)),t > ) est une F-martingale locale. Donc M — A® est une G-martingale locale et
M est une G-semimartingale. a

Corollaire 3.3.4 Soit W un F-mouvement brownien. Alors,
T (W, S Ed(Ww,
WtG:Wt_/ < ) >u _/ < 70‘(7—)>u7 t>0 (3'11)
0 Su* tAT Ooy— (T)
est un G-mouvement brownien.
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3.4 Changement de probabilités

On étudie les changements de probabilités avec la filtration élargie G.

Soient P et Q deux mesures de probabilité sur (£2,.4). On dit que P est absolument
continue par rapport Q, désigné par P < Q, si pour tout A € A, Q(A) = 0 implique que
P(A) = 0. On dit que P et Q sont équivalentes, désigné par P~ Q,siP < Q et Q < P. Si
Q < P, il existe une variable aléatoire Z € £'(IP), unique P-p.p., telle que

dQ

— =7, Ep|Z]=1.

@ =% EelZl
Soit Z; = E[Z|G]. Alors (Z;,t > 0) est une (G, P)-martingale uniformément intégrable. Si
Q ~ P, alors % € LY(Q) et % = (%)_1.

Lemme 3.4.1 Soient Q ~P et Z; = Ep[‘é%@t]. Un processus cadlag et G-adapté (M, t >
0) est une (G,Q)-martingale (locale) si et seulement si (MyZy,t > 0) est une (G,P)-
martingale (locale).

Démonstration. Comme Q et P sont équivalentes, il suffit de montrer la nécessité. Suppo-
sons que (M;Z;,t > 0) soit une (G,P)-martingale. Comme Eq[|M;|] = Ep[|M¢|Z:], donc
M est intégrable sous (). Soient 0 < s < ¢,

Ep[M;Z:|Gs
i) - 55

= M;.

Donc (M, t > 0) est une (G,Q)-martingale. Le cas de martingales locales est montré
par un procédure de localisation. Supposons que (M;Z;,t > 0) soit une (G, P)-martingale
locale, il existe une suite de G-temps d’arrét 7,, — oo P-p.s. telle que (Minr, Zinr,,t > 0)
soit une (G, P)-martingale. On va montrer que (M;nr,,t > 0) est une (G, Q)-martingale.
Pour 0 < s < ¢,

EQ[Mt/\Tn|g8] = EQ[]‘{Tn>S}Mt/\Tn‘g5] + EQ[l{TnSS}MTn‘gs]

—1 IE[P[Zt/\Tn Mt/\'rn |gs]
R N N AN TeN

= ]‘{Tn>S}M5/\Tn + 1{m§s}MTn = MsAty -

+ 1{Tn§s}Mm

d

Théoréeme 3.4.2 Soit M une (G,P)-martingale locale. Soit Q ~ P et Z; = EP[%|Q,§].
Alors

t
1
(M2 = M, — / - dIM, Z]5,t > 0) (3.12)
0

S

est une (G, Q)-martingale locale ot [M, Z] désigne la covariation quadratique de M et Z.
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Démonstration. Par le lemme 3.4.1, on va montrer que (MtQZt,t > 0) est une (G,P)-
martingale locale. Par I'intégration par partie,

d(Z:My) = Zy—dM; + My_dZ; + d[Z, M;,

comme (Zy,t > 0) et (M, t > 0) sont des (G, P)-martingales locales, (Z, M;—[Z, M];,t > 0)
est une (G, P)-martingale locale. Il suffit de montrer que ([Z, M| — Z; fot Ld[z, M],,t > 0)

est aussi une (G, P)-martingale locale. On désigne par A; = fo 1d[Z, M]s, (A, t > 0) est
un processus a variation finie. Comme

d(ZtAt) = Zt,dAt + At,dZt -+ AZtAAt
= thAt + At,dZt = d[Z, M]t + At,dZt,

on a que ([Z, M]; — Z; Ay, t > 0) est effectivement une (G, P)-martingale locale. 0

On présente également un variant du théoréeme 3.4.2.

Proposition 3.4.3 Soit M une (G,P)-martingale locale. Soit Q ~ P et Z; = Ep[%@t].
Si (M, Z) exists sous P, alors

t

1

(M2 = M, —/ (M, Z),,t>0) (3.13)
0 s—

est une (G, Q)-martingale locale ou (M, Z) désigne le compensateur de [M, Z].

Démonstration. La preuve est similaire a celle de théoreme 3.4.2. On va montrer que
(Lt = Zy(M;y — Ay),t > 0) est une (G,P)-martingale locale ou A; = fg Zg%d(M, Z),-
Comme

AL, = Zy_dM; + M;_dZ, + d[Z, M), — d(Z, M), — AidZ;,

M et Z sont des (G, P)-martingale locale et [Z, M]—(Z, M) est aussi une (G, P)-martingale
locale, on obtient le lemme. O

On considere un cas particulier de la proposition 3.4.3 pour le mouvement brownien.

On rappelle que (N; = 1(;<; — A%t > 0) est une (G, P)-martingale.

Corollaire 3.4.4 Soit Q ~ P. On suppose que la densité Radon-Nikodym Z; = Ep[%]@t]
satisfaite ’équation différentielle stochastique

dZ; = Zy—(BdWE + kedNy),  Zo =1

ott WE est un (G,P)-mouvement brownien, N; = Lir<ny — A;G’, B et k sont des processus
G prevzszble Alors (WtGQ WE — fot Bsds,t > 0) est un (G, Q)-mouvement brownien et
t =Ny — fo rksdA% t > 0) est une (G, Q)-martingale.
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Démonstration. On applique la proposition 3.4.3. On a d <WG, Z>t = <thG, Zt_ﬁtthG> =
Zy—Bidt. De plus, comme d[N, Z]; = Z;—kidl;<4y, on a d(N, Z), = Zy_kdAP | d’ott vient
le corollaire. a

On considére maintenant un (IF, P)-mouvement brownien W. Sous ’hypothese de den-
sité, on mtrodult le (G, P)-mouvement brownien W par le corollaire 3.3.4 comme W =
Wy — A ©

t d(W, M*® d(W, «
AP = /0 1{u§‘r}<8u_> + 1{u>7}<u_((7_))>
On effectue ensuite un changement de probabilité comme dans le corollaire 3.4.4 et obtient
le mouvement brownien sous la probabilité Q

t
wEL —w, — AVE — / Bads.
0

(3.14)

Si t
G +/ Buds = 0, (3.15)
0

alors le (F,P)-mouvement brownien W est un (G, Q)-mouvement brownien. On donne un
exemple dans la suite.

Proposition 3.4.5 Soit W un (F,P)-mouvement brownien. On suppose que la probabilité
de survie S¢(0) = P(17 > 0|F;) admet une représentation de martingale

Sy(0) = Ty(0)dWy, ¢>0,0>0

ot pour tout 8 > 0, (I'y(6),t > 0) est un processus F-adapté tel que I't(0) = 0 et qu’il
existe une famille de processus (y:(0),t > 0) satisfaisant I'y(0) = foe Ye(u)du. On utilise la
notation du corollaire 5.4.4, soit

Br = ]-{t<T} I:Sf( ) + 1{t>7’} 715(22)7 (316)

alors W est un (G, Q)-mouvement brownien.

Démonstration. Par le théoreme de Fubini stochastique, on a

t 0 t
5:(6) = So(6) + /0 LW (0)dW,, = So(6) + /0 o /O u(0)dVY,

Donc day () fo Yu(v)dW,,. La partie martingale dans la décomposition Doob-Meyer
de S est donnee par

MS =S, + /tau( )du—l—/t(at()—au( ))du_1+/du/% )dW,

_ /dW/% du—1+/ J(5)dW,.
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Donc AW:® défini dans (3.14) est donné par

! Ly (u) Yu(T)
AW7G — / 1 u<r v du -1 uST v du,
t 0 {ur} S, {u> }au,(T)

d’ou vient (3.16) pour que AXV’G + f(f Bsds = 0.
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