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Jean-Paul Laurent Université Paris I Panthéon-Sorbonne
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Résumé

Dans ce dossier je présente l’ensemble des travaux de recherche que j’ai réalisés

pendant les années 2007–2012. Depuis ma thèse doctorale (soutenue le 11 décembre

2006), mes travaux de recherche portent sur les risques de crédit et d’informations

asymétriques, qui peuvent être classifiés dans les quatre thèmes suivants : approche

de densité dans la modélisation de défaut, optimisation de portefeuille avec les risques

de contrepartie et de contagion, risque d’informations asymétriques sur le défaut,

et méthode de Stein. Les études de ces problèmes font intervenir de différentes

théories mathématiques, comme par exemple grossissements de filtrations, contrôle

stochastique, méthodes numériques probabilistes, et conduisent à des questions

mathématiques intéressantes, souvent subtiles. Parmi ces sujets, certains sont issus

des motivations d’actualité financière et peuvent avoir des applications dans la

pratique ; d’autres sont des problèmes mathématiques inspirés par la finance mais

qui ont un caractère théorique.

L’ensemble de ces travaux donne lieu aux publications et prépublications comme

ci-dessous.
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driven term structure”, Prépublication soumise.
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CHAPITRE 1

MODÉLISATION DU RISQUE DE CRÉDIT

Le risque de crédit au sens classique désigne le risque qu’un particulier ou une

entreprise ne rembourse pas sa dette à l’échéance. Du point de vue de mathématiques

financières, cette expression peut porter un sens plus large. Elle peut désigner le risque

de défaut d’une entreprise, le risque de contagion dans une crise financière, ou le risque

lié à un changement brutal de la valeur d’un portefeuille d’actifs, conséquence d’un

événement qui n’est pas nécessairement issu de l’activité de transactions financières

(comme transition de catégorie dans une note de crédit, catastrophe naturelle, fraude

etc.). Un point commun de ces risques est que les flux de prix des produits financiers

avant l’événement de contrepartie ne donnent pas toutes les informations du risque

de crédit. Il y a deux approches importantes dans la littérature classique : modèles

structurels et ceux de forme réduite. Dans l’approche structurelle initialement due

à Merton [73] et généralisée par Black et Cox [11], le temps de défaut est modélisé

comme le premier passage d’un processus stochastique par une barrière. Le proces-

sus peut être la valeur d’un actif, le flux de cash d’une entreprise, ou encore une

combinaison des valeurs disponibles dans le marché financier qui sont sensibles à des

événements de contrepartie. La barrière est une constante dans [73, 11]. On peut

étendre ce modèle au cas où la barrière est une variable aléatoire (voir par exemple le

travail de Lando [68]), faisant un lien avec l’approche de forme réduit, où on décrit

le temps de défaut comme un temps de saut d’un processus ponctuel et modélise di-

rectement les quantités figurant dans la formule d’évaluation des produits financiers

liés au risque de crédit, comme notamment le processus d’intensité. Cette approche

est plus utilisée en pratique car elle est plus facilement adaptée aux données réelles

du marché. Les recherches dans cette direction contiennent par exemple les modèles

d’intensité en lien avec les taux d’intérêt comme [23, 80], et les travaux de Bieleki,

Jeanblanc et Rutkowski [56, 10, 9] où on utilise la théorie de grossissement progres-

sif de filtrations (cf. [57, 58, 72]) à étudier le risque de crédit dans un contexte très

général.
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2 CHAPITRE 1. MODÉLISATION DU RISQUE DE CRÉDIT

Dans la littérature concernant ces deux approches de modélisation, beaucoup

de travaux portent sur les études “avant-défaut”, c’est-à-dire conditionnées aux

événements où le défaut n’a pas eu lieu. Cependant, dans l’étude des risques de

contrepartie et de contagion et dans la modélisation des risques liés aux plusieurs

agents défautables, il est essentiel d’analyser l’impact, éventuellement de long-terme,

du défaut d’un agent sur le reste du marché. Les approches classiques ne sont pas

adéquates pour ces problèmes car elles imposent des contraintes restrictives sur ce qui

se passe après un événement de défaut. Dans une série de travaux en collaboration

avec N. El Karoui et M. Jeanblanc [27, 28, 29], nous avons proposé une nouvelle

approche de modélisation basée sur la distribution conditionnelle du temps de défaut

τ par rapport à une filtration de référence F = (Ft)t≥0 qui représente les informations

du marché qui ne sont pas directement liées à l’événement de défaut. L’approche de

densité s’adapte naturellement dans le cadre de la théorie de grossissement progressif

de filtrations en mettant l’accent sur l’ensemble “après-défaut”.

La transaction des produits dérivés de crédit sophistiqués en portefeuille demande

une étude des risques liés à plusieurs événements de défaut. La modélisation de la

structure de corrélation entre les événements de défaut est un sujet important pour le

risque de crédit à multi-noms. On renvoie les lecteurs dans [35] pour un survol. Parmi

de nombreux travaux dans la littérature, les modèles top-down comme ceux dans [81,

25, 8, 41, 69] étudient les défauts successifs et les pertes correspondantes. L’approche

de densité s’étend naturellement aux plusieurs défauts, dont le cadre général contient

au même temps les modèles “bottom-up” pour les défauts non-ordonnés et les modèles

“top-down” pour le cas ordonné. L’idée dans [29] est la suivante : si on essaie d’adapter

la méthode d’intensité dans le cas de plusieurs défauts, la difficulté majeure est que

les produits financiers à considérer peuvent continuer à exister après un ou plusieurs

défaut, tandis qu’un modèle d’intensité ne fournit pas assez d’information concernant

le comportement après défaut (même si on considère un seul temps de défaut), sauf

si l’hypothèse d’immersion est vérifiée. Notre approche consiste à utiliser la loi et la

densité conditionnelle du vecteur des temps de défaut par rapport à la filtration de

référence F, qui est une généralisation naturelle de [27]. La construction des modèles

explicites est traitée dans les travaux [29, 13] que je présenterai dans §1.2.

1.1. Cas d’un seul défaut

On considère dans ce paragraphe le problème de modélisation d’un marché finan-

cier qui contient le risque de défaut d’un actif. Dans ce cadre, on peut déjà observer les

idées importantes dans notre approche de modélisation et ses liens avec les modèles

classiques. Intuitivement, l’information du défaut de l’actif peut conduire à des modi-

fications brutales des valeurs des produits financiers dans le marché, et donc l’étude

de la filtration du marché est souvent plus compliquée que celle dans les problèmes

classiques.
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Soient (Ω,A,P) un espace de probabilité complet qui modélise le marché financier

et F = (Ft)t≥0 une filtration de A qui décrit les informations générales du marché qui

ne sont pas directement liées à l’événement de défaut. On suppose que la filtration F
satisfait aux conditions habituelles (continue à droite et complète). Dans la pratique,

la filtration F est souvent supposée être engendrée par un mouvement brownien ou un

processus de Lévy (éventuellement multi-dimensionnels). On désigne par τ le temps

de défaut de l’actif, qui est une variable aléatoire strictement positive. L’observation

à l’instant t de défaut-ou-non de l’actif est modélisée par la tribu σ(τ ∧ t). On désigne

par D = (Dt)t≥0 la filtration (σ(τ ∧ t))t≥0 rendue usuelle. L’information du marché

est alors modélisée par la filtration G = (Gt)t≥0, le grossissement progressif de F
par D. En d’autres termes, on a Gt = Ft ∨ Dt pour tout t ≥ 0. Il s’avère que,

une fois connâıtre la distribution conditionnelle du temps de défaut par rapport à

la filtration F (qui est un processus en mesures aléatoires), l’évaluation des produits

financiers ne repose que sur le calcul stochastique par rapport à la filtration F. Cette

méthode nous donne des souplesses à appliquer des divers outils de mathématiques

financières (optimisation, représentation des martingales, etc). Les études classiques

sont principalement effectuées sur l’ensemble “avant-défaut” {t < τ}, on s’intéresse

également à celui “après-défaut” {t ≥ τ}.
La théorie de grossissement de filtrations (cf. [58, lemme 4.4]) donne des liens

explicites entre les processus F et G-adaptés (resp. prévisibles). En effet, tout processus

G-adapté X s’écrit sous la forme

(1.1) Xt = X0
t 1l{τ>t} +X1

t (τ)1l{τ≤t}, t ≥ 0,

où X0 est un processus F-adapté et X1(·) est un processus F⊗B(R+)-adapté, B(R+)

étant la tribu borélienne de R+. De façon similaire, tout processus G-prévisible Y

s’écrit sous la forme

(1.2) Yt = Y 0
t 1l{τ≥t} + Y 1

t (τ)1l{τ<t}, t ≥ 0,

où Y 0 est un processus F-prévisible et Y1(·) est une fonction P(F)⊗B(R+)-mesurable,

P(F) étant la tribu prévisible de la filtration F.

On étudie d’abord les lois conditionnelles de défaut par rapport aux différentes

filtrations. Pour tout t ≥ 0, on désigne par µG
t la loi conditionnelle de τ par rapport

à la tribu Gt. C’est une Gt-mesure aléatoire. Par définition, l’intégrale d’une fonction

borélienne bornée ou positive f par rapport à µG
t est l’espérance conditionnelle de

f(τ) par rapport à la tribu Gt. En outre, la famille de variables aléatoires (
∫
f dµG

t )t≥0

définit une G-martingale. On peut ainsi considérer (µG
t )t≥0 comme une G-martingale

en mesures aléatoires. De façon similaire, on désigne par µF
t la loi conditionnelle de τ

par rapport à Ft. On peut établir un lien explicite entre les mesures aléatoires (sur

R+) µG
t et µF

t :

(1.3) µG
t (du) =

µF
t (1l{τ>t} · du)

µF
t (1l{τ>t})

1l{τ>t} + 1l{τ≤t}δτ (du)
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où δτ est la mesure de Dirac en τ .

Pour calculer les espérances conditionnelles par rapport à Gt, il est utile d’étendre

µF
t en une Ft-mesure aléatoire sur l’espace mesurable (Ω×R+,Ft⊗B(R+)) qui envoie

toute fonction positive Ft ⊗ B(R+)-mesurable Zt(·) en∫
R+

Zt(x)µF
t (dx) = E[Zt(τ) | Ft].

Par abus de langage, on utilise encore l’expression µF
t pour désigner la mesure aléatoire

étendue. En outre, si Yt(·) est une fonction Ft⊗B(R+)-mesurable sur Ω×R+ qui est

positive ou bornée, on désigne par µF
t (Yt(x) · dx) la mesure aléatoire telle que∫

R+

Zt(x)µF
t (Yt(x) · dx) :=

∫
R+

Zt(x)Yt(x)µF
t (dx).

Avec ces notations, nous avons établi le résultat suivant.

Théorème 1.1.1. — Soit T > 0 un nombre réel qui désigne la maturité. Pour toute

fonction FT ⊗ B(R+)-mesurable YT (·) qui est positive ou bornée, on a (1)

(1.4) EP[YT (τ) | Gt] =

∫
R+

E[µF
T (YT (x) · dx) | Ft]

µF
t (dx)

dµG
t ,

où le quotient désigne la dérivée au sens de Radon-Nikodym de deux Ft-mesures

aléatoires sur l’espace mesurable (Ω× R+,Ft ⊗ B(R+)).

Ce résultat montre que, pour évaluer les prix des produits dérivés sensibles au risque

de contrepartie en τ , il suffit de modéliser la loi conditionnelle du temps aléatoire par

rapport à la filtration F, qui est en général plus simple que celle par rapport à la

filtration G. Dans les sous-paragraphes qui suivent, on présente les rôles joués par

ce théorème dans différents contextes, ainsi que la comparaison avec des approches

classiques.

1.1.1. Hypothèse de densité. — Dans la littérature classique, il est standard

de ramener l’étude du G-compensateur du processus de défaut (1l{τ≤t})t≥0 à la

décomposition Doob-Meyer de la F-surmartingale de survie (P(τ > t | Ft))t≥0. Basée

sur cette idée, la modélisation de la F-intensité de défaut est fréquente dans l’étude du

risque de crédit, et est particulièrement commode lorsque le produit dérivé considéré

s’arrête à l’instant de défaut τ . Rappelons que la G-intensité de τ est par définition

le processus G-adapté λG tel que (1l{τ≤t} −
∫ t

0
λGs ds, t ≥ 0) soit une G-martingale.

On peut montrer que, si la G-intensité existe, alors il existe un processus F-adapté

λF tel que λGt = 1l{t<τ}λ
F
t . Le processus λF est appelé la F-intensité de τ . Cependant,

la F-intensité donne peu d’information sur les impacts de l’événement de défaut sur

la filtration F après le temps de défaut, sauf si certaines hypothèses d’indépendance

1. Ici on a aussi étendu µGt en une mesure aléatoire sur (Ω×R+,Ft ⊗B(R+)) de façon naturelle,

comme ce que l’on avait fait pour µFt .
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conditionnelle sont exigées. Ainsi ce genre de modèles ne sont pas suffisants pour

étudier les produits dérivés qui continuent à exister après le moment de défaut.

Pour surmonter cette difficulté, nous avons proposé dans [27] l’approche de F-

densité comme une alternative pour la F-intensité. Cette approche s’adapte naturel-

lement dans le cadre de mesure aléatoire présenté plus haut. Remarquons que dans

les modèles de taux d’intérêt, l’approche de densité est aussi adopté par Brody et

Hughston [16]. On suppose que le temps de défaut τ vérifie l’hypothèse de densité,

c’est-à-dire que la loi conditionnelle de τ par rapport à Ft admet une densité par

rapport à la mesure de Lebesgue. Autrement dit, il existe une famille de fonctions

Ft ⊗ B(R+)-mesurables (ω, θ) 7→ αt(θ) telles que

(1.5) P(τ ∈ dθ | Ft) = αt(θ) dθ, t ≥ 0.

On peut distinguer les densités conditionnelles pour t ≤ θ, dites “avant-défaut” et

celles pour t > θ, dites “après-défaut”. En effet, il existe un lien étroit entre la

densité avant-défaut et la F-intensité, tandis que la densité après-défaut joue un rôle

particulièrement important sur l’étude du marché après l’événement de défaut.

L’existence de F-intensité est vérifiée sous l’hypothèse de densité, et dans ce cas-là

la F-intensité peut être calculée explicitement comme

λFt =
αt(t)

St
=

αt(t)∫∞
t
αt(θ) dθ

où S est la surmartingale d’Azéma
(
St = P(τ > t|Ft)

)
t≥0

. En particulier, l’intensité

ne dépend que de la partie avant-défaut des densités conditionnelles. Inversement,

pour tout θ ≥ t, la densité conditionnelle avant-défaut est donnée par la relation

αt(θ) = E[λGθ |Ft]. Cependant, la densité après-défaut ne peut pas être déduite de

l’intensité sans hypothèse complémentaire (voir [37]).

Sous l’hypothèse de densité, la mesure aléatoire µF
t s’écrit comme µF

t (dx) =

αt(x) dx. En particulier, l’espérance conditionnelle (1.4) admet une forme explicite

comme la suite.

Proposition 1.1.2. — Sous l’hypothèse de densité, pour toute fonction FT⊗B(R+)-

mesurable YT (·) qui est positive ou bornée, on a

(1.6) E[YT (τ)|Gt] =

∫∞
t

E[YT (θ)αT (θ)|Ft] dθ

St
1l{τ>t} +

E[YT (θ)αT (θ)|Ft]
αt(θ)

∣∣
θ=τ

1l{τ≤t},

où St est la probabilité conditionnelle de survie P(τ > t | Ft).

La surmartingale S admet une décomposition de Doob-Meyer multiplicative de

la forme St = exp(−
∫ t

0
λFs ds)Lt où L est une F-martingale locale. Sous l’hypothèse

d’immersion (appelée aussi l’hypothèse (H) dans la littérature) qui assume que toute

F-martingale est une G-martingale, le processus S est décroissante, et donc on a

L = 1. L’hypothèse d’immersion implique aussi que αt(θ) = αθ(θ) pour tout t ≥ θ.
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En particulier, par (1.6) on a

E[YT (τ)|Gt]1l{τ≤t} = E[YT (θ)|Ft]
∣∣
θ=τ

1l{τ≤t}.

Cette formule sur l’ensemble {τ ≤ t} ignore complètement la loi conditionnelle de

τ . Ainsi, l’hypothèse d’immersion, qui est souvent supposée dans les études avant-

défaut, devient inadéquate pour analyser l’impact d’un défaut sur un produit dérivé

qui continue à exister après le défaut.

1.1.2. Caractérisation des martingales. — En mathématiques financières,

les propriétés de martingale jouent un rôle essentiel pour l’évaluation des produits

dérivés et la couverture. Dans ce sous-paragraphe, on discute la caractérisation des

G-martingales en termes des F-martingales.

Soit Y une G-martingale qui se décompose sous la forme

Yt = Y 0
t 1l{τ>t} + Y 1

t (τ)1l{τ≤t}

Comme τ est un G-temps d’arrêt, on peut écrire Y comme la somme de deux mar-

tingales dont l’une est arrêtée en τ et l’autre commence en τ :

Yt = Yt∧τ + (Yt − Yτ )1l{τ≤t} = Y bd
t + Y ad

t

où Y bd
t = Y 0

t 1l{τ>t} + Y 1
τ (τ)1l{τ≤t} et Y ad

t = (Y 1
t (τ) − Y 1

τ (τ))1l{τ≤t}. Inversement,

étant donnés deux processus Y 0 et Y 1(·) qui sont F-adapté et F ⊗ B(R+)-adapté

respectivement, il est naturel de se demander sous quelles conditions les processus

Y bd et Y ad deviennent des G-martingales (ou de façon équivalente, le processus Y

devient une G-martingale). Nous avons établi le résultat suivant (cf. [27, propositions

5.1 et 5.5])

Théorème 1.1.3. — Soient Y 0 et Y 1(·) deux processus qui sont F-adapté et F ⊗
B(R+)-adapté respectivement.

(1) Le processus G-adapté Y bd est une G-martingale (locale) si et seulement si le

processus F-adapté (Y 0
t St +

∫ t
0
Y 1
s (s)αs(s) ds)t≥0 est une F-martingale (locale),

ou de façon équivalente, (Lt(Y
0
t +

∫ t
0
(Y 1
s (s)− Y 0

s )λFs ds)t≥0 est une F-martingale

(locale).

(2) Le processus G-adapté Y ad est une G-martingale (locale) si et seulement si, pour

tout θ ≥ 0, le processus F-adapté (Y 1
t (θ)αt(θ))t≥θ est une F-martingale (locale).

Un des éléments importants de la démonstration est de montrer que, sous l’hy-

pothèse de densité, toute F-martingale est une G-semimartingale. C’est un analogue

d’un résultat classique de Jacod [52, théorème 2.1] en théorie de grossissement ini-

tial de filtrations (voir aussi [55]). En outre, toute F-martingale Y F (qui est une

G-semimartingale) se décompose sous la forme Y F = MG + AG, où MG est une G-

martingale et AG est un un processus G-adapté de variation finie. On peut exprimer
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explicitement le processus (AG
t = At1l{τ>t} +At(τ)1l{τ≤t})t≥0 comme

At =

∫ t

0

d〈Y F, S〉u
Su

, At(θ) = Aθ +

∫ t

θ

d〈Y F, α(θ)〉u
αu(θ)

.

Ces formules sont utiles dans la démonstration du théorème précédent.

1.1.3. Changement de probabilités. — On discute maintenant le problème

de changement de probabilités sous l’hypothèse de densité. Comme dans le sous-

paragraphe précédent, on suppose que τ admet une famille de densités conditionnelles

(αt(·))t≥0 par rapport à la filtration F sous la probabilité P. Soit Q une mesure de

probabilité équivalente à P dont la dérivée de Radon-Nikodym par rapport à P sur

Gt est donnée par une variable aléatoire Gt-mesurable QG
t = qt1l{τ>t} + qt(τ)1l{τ≤t}.

Le processus QG est une G-martingale avec QG
0 = 1. D’après le théorème 1.1.3, on

obtient que le processus (qtSt +
∫ t

0
qs(s)αs(s)ds)t≥0 est une F-martingale et que

(Yt(θ)αt(θ))t≥θ est une F-martingale pour tout θ ≥ 0.

L’hypothèse de densité pour le temps aléatoire τ est encore vérifiée sous la nouvelle

probabilité Q. La densité αQ de τ conditionnellement à la filtration F est donnée par

les formules suivantes

αQ
t (θ) = αt(θ)

qt(θ)

QF
t

, t ≥ θ,(1.7)

αQ
t (θ) = EQ[αQ

θ (θ)|Ft] =
1

QF
t

EP[αθ(θ)qθ(θ)], t < θ,(1.8)

où QF
t est l’espérance conditionnelle de QG

t par rapport à Ft :

QF
t = EP[QG

t |Ft] = qtSt +

∫ t

0

qt(u)αt(u)du.

La F-intensité de défaut sous la probabilité Q est

λF,Qt = λFt
qt(t)

qt
, t ≥ 0,

et la surmartingale d’Azéma de survie devient SQ = qS/QF.

Le changement de probabilités est un outil important dans la modélisation de la

densité conditionnelle. Avec cette méthode, on peut systématiquement proposer des

modèles de F-densité conditionnelle à partir d’un modèle qui est relativement simple.

On peut commencer par un modèle standard d’intensité (e.g. le modèle de Cox) où

l’hypothèse d’immersion est satisfaite sous la probabilité initiale P. On cherche à

construire une nouvelle mesure de probabilité Q équivalente à P et qui cöıncide avec

P sur la tribu Gτ . Ce changement de probabilités ne modifie pas la partie avant-défaut

du modèle : la F-intensité λF ainsi que la densité avant-défaut αt(θ), t ≤ θ restent

inchangées. Cela est possible en prenant la dérivée de Radon-Nikodym de la forme

QG
t = 1l{τ>t} + qt(τ)1l{τ≤t}
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où (qt(θ), t ≥ θ) est une famille de (P,F)-martingales positives telles que qθ(θ) = 1

pour tout θ ≥ 0. Par ailleurs, les processus (St/S
Q
t , t ≥ 0) et (αQ

t (θ)St/S
Q
t , t ≥ θ)

sont des (P,F)-martingales. En revanche, la propriété d’immersion n’est plus

nécessairement conservée sous la nouvelle probabilité Q, comme indiqué par Kusuoka

[67].

D’autres exemples de changement de probabilités dans la modélisation de densité

conditionnelle seront présentés plus loin dans §1.2.2.

1.2. Modélisation explicite de densité de défaut

Dans ce paragraphe, on présente des modèles explicites pour la famille de densité

conditionnelle d’un temps aléatoire τ par rapport à une filtration de référence F.

On suppose en outre que F0 est la tribu triviale. Le but est de trouver des critères

d’existence et des exemples d’une famille de (P,F)-martingales positives α(·) indexée

par R+ de sorte que, pour tout t, θ ≥ 0, le processus St(θ) :=
∫∞
θ
αt(u) du s’identifie

à la (P,F)-probabilité conditionnelle (2) de survie relativement à θ. Une observation

immédiate est que, pour tout t ≥ 0, on a

(1.9)

∫ ∞
0

αt(u) du = 1, p.s.

Bien qu’il est facile de trouver des familles de martingales positives, il est plus difficile

d’en construire une qui vérifie cette condition à partir d’une famille β(·) de martingales

positives données. Une façon näıve d’assurer la condition (1.9) est d’effectuer un

procédé de normalisation en prenant

αt(x) =
βt(x)∫∞

0
βt(u) du

, t ≥ 0.

Cependant, le processus α(x) ainsi obtenu n’est pas une martingale en général. Cela

montre que la modélisation des densités en martingales est un problème délicat.

On peut aussi considérer le problème de modélisation des densités conditionnelles

en plusieurs variables. Autrement dit, on cherche à construire une famille de martin-

gales α(·) paramétrée par Rn+ (où n ∈ N, n ≥ 1) telle que
∫
Rn+
αt(x) dx = 1 p.s. quel

que soit t ≥ 0.

1.2.1. Densité dans le modèle de Cox généralisé. — Dans l’approche struc-

turelle, le temps aléatoire τ est le premier temps de passage d’un processus F-adapté

Γ par une barrière Θ :

(1.10) τ := inf{t ≥ 0 : Γt ≥ Θ}.

où la barrière Θ est constante dans des modèles classiques. Par conséquent, τ est un

F-temps d’arrêt, et donc la loi conditionnelle de τ n’admet pas de densité par rapport

2. Autrement dit, on a St(θ) = P(τ > θ | Ft) p.s. quels que soient t et θ positifs.
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à la mesure de Lebesgue car P(τ > θ | Ft) = 1l{τ>θ} pour θ ≤ t. Ainsi il faut introduire

une barrière aléatoire afin de retrouver un temps de passage qui admet des densités

conditionnelles.

Dans le modèle de Cox [68], Γ est un processus croissant, continu à droite et F-

adapté, la barrière Θ est une variable aléatoire qui est indépendante de F. On désigne

par GΘ la loi de probabilité de survie de Θ, i.e., GΘ(t) = P(Θ > t). Par définition, on

a

P(τ > θ | Ft) = GΘ(Γθ) = P(τ > θ | F∞)

pour θ ≤ t. Donc l’hypothèse d’immersion est vérifiée pour le grossissement progressif

de F par τ sous la probabilité P.

Dans le cas où le processus Γ est absolument continu par rapport à la mesure

de Lebesgue et la fonction GΘ est continûment différentiable, la variable aléatoire τ

admet une densité conditionnelle α par rapport à F. On a

αt(θ) = αθ(θ) = −G′Θ(Γθ)γθ

pour 0 ≤ θ ≤ t, où γ est la dérivée de Radon-Nikodym de Γ par rapport à la mesure

de Lebesgue. Pour θ > t, on a

αt(θ) = E[αθ(θ) | Ft] = −E[G′Θ(Γθ)γθ | Ft].

On peut généraliser ce résultat dans un modèle où la barrière n’est pas

nécessairement indépendante de F : un temps aléatoire τ induit par une barrière Θ

ayant une densité conditionnelle par rapport à F vérifie l’hypothèse de densité.

Proposition 1.2.1. — On suppose qu’il existe une famille pt(·) de fonctions Ft ⊗
B(R+)-mesurables (t ≥ 0) telle que

GΘ(θ) := P(Θ > θ | Ft) =

∫ ∞
θ

pt(u) du.

On suppose en outre que le processus Γ est absolument continu par rapport à la mesure

de Lebesgue et que γ est la densité correspondante, i.e. Γt =
∫ t

0
γs ds pour tout t ≥ 0.

Alors le temps aléatoire τ défini dans (1.10) admet une densité conditionnelle α(·)
par rapport à F qui vérifie la relation

αt(θ) = γθpt(Γθ) pour θ ≤ t.

1.2.2. Changement de probabilités. — Le changement de probabilités peut être

utilisé à construire des modèles explicites de la densité conditionnelle.

On commence par une variable aléatoire τ qui est indépendante de la filtration F
sous la probabilité initiale P, donc la densité conditionnelle de τ à F est déterministe.

Par un changement de probabilités on peut introduire une corrélation non-triviale

entre τ et F. Ainsi la densité conditionnelle de τ sous la nouvelle probabilité est une

F-martingale non-triviale. On suppose que la loi de τ admet une densité α0 par rapport

à la mesure de Lebesgue. En d’autres termes, P(τ > θ | Ft) = P(τ > θ) =
∫∞
θ
α0(u) du
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quels que soient t et θ dans R+. On désigne par Fτ = (Fτt )t≥0 le grossissement initial

de la filtration F par τ , défini comme Fτt = Ft ∨ σ(τ).

Soit β(·) une famille de (P,F)-martingales positives paramétrés par R+ telle que

β0(u) = 1 quel que soit u ≥ 0. Comme τ est indépendant de F, on obtient que β(τ)

est une (P,Fτ )-martingale. On définit une nouvelle mesure de probabilité Q sur Fτ∞
de sorte que

dQ
dP

= βt(τ) p.s. sur Fτt .

Comme la filtration F est contenue dans Fτ , on peut calculer la densité mt de Q par

rapport à P sur Ft : mt = E[βt(τ) | Ft] =
∫∞

0
βt(u)α0(u) du. La formule de Bayes

montre alors que

Q(τ ∈ B | Ft) =
1

E[βt(τ) | Ft]
E[1l{τ∈B}βt(τ) | Ft] =

1

mt

∫
B

βt(u)α0(u) du

pour tout sous-ensemble borélien B de R+. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 1.2.2. — Soit τ une variable aléatoire positive indépendante de F, qui

admet α0(·) comme la densité de sa loi de probabilité. Soit Q une mesure de probabilité

équivalente à P sur F∞ ∨ σ(τ) dont la dérivée de Radon-Nikodym par rapport à P est

égale à βt(τ) sur Fτt (t ≥ 0). Alors le (Q,F)-processus de densité de τ est donné par

la formule

(1.11) αQ
t (u) =

βt(u)α0(u)∫
R+
βt(u)α0(u)du

, t ≥ 0.

Comme β0(u) = 1 pour tout u ∈ R, on obtient αQ
0 (·) = α0(·). Donc la loi de τ reste

inchangée dans le passage de P à Q.

1.2.3. Méthode de Filtrage. — Le changement de probabilités figure aussi dans

la méthode de filtrage comme dans Kallianpur et Striebel [62] par construire des

modèles explicites de densité.

Soient W un P-mouvement brownien indépendante de τ dont la loi admet une

densité α0(·) par rapport à la mesure de Lebesgue. On considère un processus d’ob-

servation, la solution d’une équation différentielle stochastique de la forme

(1.12) dYt = a(t, Yt, τ) dt+ b(t, Yt) dWt

où les fonctions a et b sont suffisamment régulières de sorte que (1.12) admette des

solutions et où b ne s’annule pas. La filtration F est engendrée par Y . L’idée consiste

à construire une mesure de probabilité Q sous laquelle τ est indépendante de F. À

l’aide de cette probabilité auxiliaire, on peut calculer la F-densité conditionnelle de τ

sous la probabilité initiale P.

On introduit également une filtration auxiliaire H = (Ht)t≥0 le grossissement initial

de la filtration de W par la variable aléatoire τ . Comme τ est indépendante de W , on
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obtient que W est une (P,H)-mouvement brownien. Soit p(τ) la P-martingale locale,

solution de l’équation différentielle stochastique

dpt(τ) = pt(τ)σt(τ) dWt, p0(τ) = 1,

où σt(τ) = −a(t, Yt, τ)/b(t, Yt). De façon plus directe, on définit

pt(u) := exp

(∫ t

0

σs(u) dWs −
∫ t

0

σs(u)2 du

)
pour tout u ≥ 0 et on suppose que p(·) est une famille de (P,H)-martingales (en

supposant par exemple la condition Novikov sur σ(·)). Par conséquent, p(τ) est une

(P,H)-martingale. On introduit une mesure de probabilité Q telle que dQ = pt(τ) dP
sur Ht. D’après le théorème de Girsanov, le processus Ŵ défini comme

dŴt = dWt − σt(τ) dt =
1

b(t, Yt)
dYt, t ≥ 0

est un (Q,H)-mouvement brownien, d’où Ŵ est indépendant de τ sous la probabilité

Q.

On suppose dans la suite que la filtration engendrée par Ŵ s’identifie à F. Cette

condition est vérifiée notamment lorsque l’équation différentielle stochastique dYt =

b(t, Yt) dŴt admet une solution forte (cela est vrai si par exemple la fonction b est

Lipschitzienne à croissance linéaire). Soit β(·) := p(·)−1. Il s’avère que, pour tout

u ≥ 0, β(u) est la solution de l’équation différentielle stochastique

dβt(u) = −βt(u)σ(t, u) dŴt, β0(u) = 1.

La variable aléatoire βt(u) est aussi la dérivée de Radon-Nikodym dP/dQ sur Ft.
D’après la proposition 1.2.2, on a

P(τ ∈ du | Ft) =
α0(u)βt(u)

mt
du,

où mt =
∫∞

0
α0(u)βt(u) du. Soit α(·) = α0(·)β(·)/m. Par la formule d’Itô, on a

dαt(u) = αt(u)
(a(t, Yt, u)

b(t, Yt)
− ât
b(t, Yt)

)
dBt,

où ât = EQ[a(t, Yt, τ) | Ft] =
∫∞

0
a(t, Yt, u)αt(u) du et B est le (P,F)-mouvement

brownien défini par

dBt = dWt +
(a(t, Yt, τ)

b(t, Yt)
− ât
b(t, Yt)

)
dt.

On résume ce résultat dans la proposition suivante.

Proposition 1.2.3. — On suppose que, sous la probabilité P, la loi de τ admet une

densité α0(·) par rapport à la mesure de Lebesgue, et que τ est indépendante du mou-

vement brownien W . Si le processus d’observation Y vérifie l’équation

dYt = a(t, Yt, τ) dt+ b(t, Yt) dWt,
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alors la (P,F)-densité conditionnelle de τ est

αt(u) =
α0(u)βt(u)

mt
,

où

βt(u) = exp

(∫ t

0

a(s, Ys, u)

b(s, Ys)2
dYs −

1

2

∫ t

0

a(s, Ys, u)2

b(s, Ys)2
ds

)
, mt =

∫ ∞
0

βt(u)α0(u) du.

1.2.4. Intensité forward via les champs aléatoires. — Dans ce sous-

paragraphe, on présente un modèle où la densité peut inclure des sauts pour

analyser l’impact des changements brutaux de qualité de crédit sur le pricing des

produits dérivés. On adopte un modèle similaire au modèle HJM (cf. [46]) et on

modélise l’intensité forward de défaut en utilisant les champs aléatoires qui ont été

utilisés pour modéliser la courbe de taux d’intérêt dans la littérature (cf. [64, 1]).

On désigne par S(·) la famille de probabilités conditionnelles de survie de τ : St(θ) =

P(τ > θ | Ft), t, θ ≥ 0. On dit que τ admet une intensité forward si, pour tout t ≥ 0, il

existe une fonction Ft ⊗ B(R+)-mesurable λt(·) telle que St(θ) = exp(−
∫ θ

0
λt(u) du)

quel que soit θ ≥ 0. Il s’avère que le temps aléatoire τ admet une (P,F)-intensité

forward si et seulement s’il admet une (P,F)-densité conditionnelle. En outre, dans

le cas où ces conditions sont satisfaites, la (P,F)-densité conditionnelle α(·) vérifie la

relation αt(θ) = St(θ)λt(θ) pour tous t et θ dans R+. Donc pour la modélisation de

la densité conditionnelle, on peut commencer par celle de l’intensité forward.

Modélisation. — On modélise l’intensité forward λ(·) de τ par un champs aléatoire

sur R+×Rd qui est une combinaison d’un champs aléatoire gaussien Y G et une mesure

aléatoire de Poisson compensée Y P indépendante de Y G :

(1.13) dλt(θ) = µt(θ) dt+

∫
Rd
σt(θ, ξ)Y

G(dt,dξ) +

∫
Rd
γt−(θ, ξ)Y P (dt, dξ).

On suppose que la structure de covariance de Y G est donnée par une mesure de

noyau c sur Rd dont la restriction à Rd\{0} admet une densité par rapport à la mesure

de Lebesgue et telle que c({0}) > 0. En d’autres termes, pour tout (φ1, φ2) ∈ C∞0 (R+×
Rd)2, on a E[Y G(φ1)Y G(φ2)] =

∫∞
0

∫
R2d φ1(t, ξ1)φ2(t, ξ2)c(ξ1 − ξ2) dξ1dξ2dt, où par

abus de langage, c(ξ1 − ξ2) dξ1dξ2 désigne la mesure sur Rd × Rd l’image inverse (3)

de la mesure c par l’application Rd × Rd → Rd qui envoie (ξ1, ξ2) en ξ1 − ξ2. Soient

FG = (FGt )t≥0 la filtration engendrée par σ(Y G
(
[0, u] × A), u ≤ t, A ∈ Bb(Rd)

)
,

t ≥ 0, où Bb(Rd) désigne l’ensemble des parties boréliennes bornées de Rd, et PG la

tribu de Ω× R+ des ensembles prévisibles par rapport à la filtration FG. On désigne

3. En dehors de la diagonale de Rd×Rd cette mesure admet une densité par rapport à la mesure

de Lebegues qui s’identifie à la densité de la mesure c composée avec l’application (ξ1, ξ2) 7→ ξ1−ξ2 ;

dans la diagonale elle s’identifie à la mesure d’intégration (sur la diagonale) multipliée par c({0}).
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par Φc l’espace vectoriel des fonctions PG ⊗ B(Rd)-mesurables h telles que

‖h‖c,T := E
[ ∫ T

0

∫
R2d

∣∣h(t, ξ1)h(t, ξ2)
∣∣ c(ξ1 − ξ2)dξ1dξ2dt

]1/2
< +∞

pour tout T > 0. L’intégrale stochastique h · Y G est bien définie pour tout h ∈ Φc.

On suppose que le champs de Poisson compensé Y P a une mesure d’intensité

ν(dξ)dt, (t, ξ) ∈ R+×Rd, où ν est une mesure σ-finie sur Rd. Soient FP = (FPt )t≥0 la

filtration engendrée par σ
(
Y P ([0, u] × A), u ≤ t, A ∈ Bb(Rd)

)
, t ≥ 0 et PP la tribu

des ensembles prévisibles par rapport à la filtration FP . On désigne par Ψν l’espace

vectoriel des fonctions PP ⊗ B(Rd)-mesurables telles que

‖g‖ν,T := E
[ ∫ T

0

∫
Rd

∣∣g(t, ξ)
∣∣2 ν(dξ)dt

]
< +∞

pour tout T > 0. L’intégrale stochastique g · Y P est bien définie pour tout g ∈ Ψν .

On définit la filtration de référence F comme FG ∨ FP . Les coefficients dans (1.13)

satisfont :

(1) µ = (µt(θ); (t, θ) ∈ R2
+) est P⊗B(R+)-mesurable et tel que

∫ T
0
E
[
|µt(θ)|

]
dt <∞,

P étant la tribu des ensembles F-prévisibles,

(2) σ = (σt(θ, ξ); (t, θ, ξ) ∈ R+ × R+ × Rd) est PG ⊗ B(R+ × Rd)-mesurable et tel

que, pour tout θ ∈ R+, σ·(θ, ·) ∈ Φc,

(3) γ = (γt(θ, ζ)≥ 0; (t, θ, ζ) ∈ R+ × R+ × Rd) est PP ⊗ B(R+ × Rd)-mesurable et

tel que, pour tout θ ∈ R+, γ·(θ, ·) ∈ Ψν .

On introduit les intégrales suivantes :

Iµ(t, θ) :=

∫ θ

0

µt(v) dv, Iσ(t, θ, ξ) :=

∫ θ

0

σt(v, ξ) dv, et Iγ(t, θ, ξ) :=

∫ ∞
0

γt(v, ξ) dv

pour tout (t, θ, ξ) ∈ R+ × R+ × Rd. On peut vérifier que, pour tout θ ≥ 0 et tout

T > 0,
∫ T

0
E
[
|Iµ(t, θ)|

]
dt < +∞. En outre, pour tout θ ≥ 0, on a

Iσ(·, θ, ·) ∈ Φc, Iγ(·, θ, ·) ∈ Ψν et exp
(
− Iγ(·, θ, ·)

)
− 1 ∈ Ψν .

La propriété de F-martingale de la famille des probabilités de survie S(θ) est

équivalente à la condition suivante : pour tout θ ≥ 0,

(1.14)

µt(θ) =

∫
R2d

σt(θ, ξ1)Iσ(t, θ, ξ2)c(ξ1 − ξ2) dξ1dξ2 +

∫
Rd
γt(θ, ξ)(1− e−Iγ(t,θ,ξ)) ν(dξ).

C’est une généralisation de la condition de non-arbitrage dans le modèle HJM clas-

sique. Avec cette condition, on a

(1.15)
dSt(θ)

St−(θ)
= −

∫
Rd
Iσ(t, θ, ξ)Y G(dt,dξ) +

∫
Rd

(
e−Iγ(t−,θ,ξ) − 1

)
Y P (dt, dξ),
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où S0(θ) = exp
(
−
∫ θ

0
λ0(v) dv

)
. La dynamique de la densité conditionnelle est

(1.16)
dαt(θ)

αt−(θ)
= dMt(θ)−

1

λt−(θ)
dmt(θ).

où M(·) et m(·) sont deux familles de martingales paramétrées :

dMt(θ) = −
∫
Rd
Iσ(t, θ, ξ)Y G(dt,dξ) +

∫
Rd

(
e−Iγ(t−,θ,ξ) − 1

)
Y P (dt,dξ), M0(θ) = 0,

dmt(θ) = −
∫
Rd
σ(t, θ, ξ)Y G(dt,dξ) +

∫
Rd
γt−e−Iγ(t−,θ,ξ)Y P (dt, dξ), m0(θ) = 0.

On a la relation Mt(θ) =
∫ θ

0
mt(u) du.

Évaluation des obligations défautables. — On considère une obligation zéro-coupon

défautable dont le payoff est 1 euro s’il n’y pas de défaut avant la maturité T , le

paiement au cas de défaut s’effectue à la maturité et est de la forme RT (θ) où RT (·)
est FT ⊗ B(R+)-mesurable. Le prix de cette obligation à une date t ≤ T est

Vt = E
[

exp
(
−
∫ T

t

rsds
)(

1l{τ>T} +RT (τ)1l{τ≤T}
) ∣∣Gt]

= 1l{τ>t}

[ ∫ ∞
T

K1(t, θ) dθ +

∫ T

t

K2(t, θ)
αt(θ)

St
dθ

]
+ 1l{τ≤t}K2(t, τ)

où

K1(t, θ) =
E
[
αT (θ) exp

(
−
∫ T
t
rs ds

) ∣∣Ft]
St

,(1.17)

K2(t, θ) =
E
[
RT (θ)αT (θ) exp

(
−
∫ T
t
rs ds

) ∣∣Ft]
αt(θ)

.(1.18)

Ces quantités jouent un rôle clé dans l’évaluation des obligations défautables. On

modélise le taux d’intérêt r par un modèle de Vasicek généralisé :

(1.19) drt = κ(δ − rt) dt+

∫
Rd
ρt(ξ)Y

G(dt, dξ) +

∫
Rd
ψt(ξ)Y

P (dt,dξ),

où κ, δ sont des nombres strictement positifs, ρ·(·) et φ·(·) sont des fonctions de

volatilité déterminsites, supposées être dans Φc et Ψν respectivement. On a

rt = r0e−κt + δ(1− e−κt) +

∫ t

0

∫
Rd

e−κ(t−u)ρu(ξ)Y G(du,dξ)

+

∫ t

0

∫
Rd

e−κ(t−u)φu(ξ)Y P (du,dξ).

On montre que sous des hypothèses techniques (Hθ) comme ci-dessous, les deux

termes (1.17) et (1.18) peuvent s’exprimer comme la solution unique d’une équation

différentiel-intégral parabolique.

Hypothèse (Hθ). — On suppose qu’il existe α ∈ ]0, 1[ tel que les conditions suivantes

soient satisfaites :
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(1) les fonctions a11(·), a22(·, θ) et a12(·, θ) sont (α/2)-lipschitziennes sur [0, T ],

(2) il existe une fonction borélienne J0 sur Rd telle que

sup
(t,θ)

max
(
|φt(ξ)|, |γt(θ, ξ)|

)
≤ J0(ξ) et que

∫
Rd

J0(ξ)2

1 + J0(ξ)
ν(dξ) < +∞,

(3) il existe une fonction borélienne Jα,θ sur Rd telle que

∀ (s, t) ∈ [0, T ]2, max
(
|φt(ξ)− φs(ξ)|, |γt(θ, ξ)− γs(θ, ξ)|

)
≤ Jα,θ(ξ)|t− s|α/2

et que ∫
Rd

Jα,θ(ξ)
2

1 + Jα,θ(ξ)
ν(dξ) < +∞,

(4) il existe une constante β(θ) ≥ 0 telle que, pour tout (x, y) ∈ R2 et tout t ∈ [0, T ],

on ait

a11(t)x2 + 2a12(t, θ)xy + a22(t, θ)y2 ≥ β(θ)(x2 + y2).

Théorème 1.2.4. — Soient θ ≥ 0 et ψ une fonction localement lipschitzienne sur

R. Si l’hypothèse (Hθ) est vérifiée, alors l’équation différentielle-intégrale partielle

(1.20)
∂K

∂t
(t, x, y)− xK(t, x, y) + (Iθ + Dθ)K(t, x, y) = 0, K(T, x, y) = yψ(y)

admet une unique solution K̆ψ. En outre, on a

(1.21) E
[
αT (θ)ψ(λT (θ)) exp

(
−
∫ T

t

rs ds

) ∣∣∣∣Ft] = St(θ)K̆ψ(t, rtλt(θ)).

Les deux opérateurs Iθ et Dθ figurant dans le théorème agissent sur l’espace des

fonctions en trois variables t, x et y qui sont différentiables en t et différentiables à

l’ordre deux en (x, y). Ils sont définis comme

IθK(t, x, y) =

∫
Rd

(
K(t, x+ φt(ξ), y + γt(θ, ξ))−K(t, x, y)

− φt(ξ)
∂K

∂x
(t, x, y)− γt(θ, ξ)

∂K

∂y
(t, x, y)

)
ν(dξ),

(1.22)

DθK = a11(t)
∂2K

∂x2
+ a22(t, θ)

∂2K

∂y2
+ a12(t, θ)

∂2K

∂x∂y
.

+ κ(δ̂t(θ)− x)
∂K

∂x
+ a(t, θ)

∂K

∂y
,

(1.23)
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où

δ̂t(θ) := δ + κ−1

∫
R2d

ρt(ξ)Iσ(t, θ, ξ)c(ζ − ξ) dζdξ + κ−1

∫
Rd
φt(ξ)

(
e−Iγ(t,θ,ξ) − 1

)
ν(dξ),

a(t, θ) = µt(θ)−
∫
Rd
σt(θ, ζ)Iσ(t, θ, ξ)c(ζ − ξ) dζdξ −

∫
Rd
γt−(θ, ζ)

(
1− e−Iγ(t,θ,ξ)

)
ν(dξ),

a11(t) =
1

2

∫
R2d

ρt(ξ1)ρt(ξ2)c(ξ1 − ξ2) dξ1dξ2,

a22(t, θ) =
1

2

∫
R2d

σt(θ, ξ1)σt(θ, ξ2)c(ξ1 − ξ2) dξ1dξ2,

a12(t, θ) =

∫
R2d

σt(θ, ξ1)ρt(ξ2)c(ξ1 − ξ2) dξ1dξ2.

La preuve du théorème repose largement sur les techniques présentées dans l’ou-

vrage [38] de Garroni et Menaldi concernant les équations différentiel-intégrales para-

bolique. La nouvelle difficulté par rapport au cas traité dans [38] est que la condition

terminale ici est une fonction non-bornée en général et nous avons utilisé un argument

de troncature.

Soit K̆ la solution de l’équation (1.20) pour le cas de la fonction constante ψ ≡ 1.

On déduit du théorème précédent que

(1.24) K1(t, θ) =
St(θ)

St
K̆(t, rt, λt(θ)).

On suppose que le taux de recouvrement RT (·) est de la forme

RT (θ) = w0 + w1e−f(λT (θ)),

où λT (·) est l’intensité forward, et f est une fonction positive localement lipschit-

zienne. Soit K̃ la solution de l’équation (1.20) pour ψ(y) = e−f(y). Alors on obtient

K2(t, θ) =
w0St
αt(θ)

K1(t, θ) +
w1St(θ)

αt(θ)
K̃(t, rt, λt(θ)).

Des illustrations numériques en résolvant l’équation (1.20) montrent que la valeur des

obligations est décroissante par rapport à la probabilité de défaut ainsi que les tailles

de sauts figurant dans la densité de défaut.

1.3. Cas de multi-défauts

Dans ce paragraphe, on étend notre approche de modélisation à plusieurs temps

de défaut. On utilise comme avant un espace de probabilité complet (Ω,A,P) pour

modéliser le marché financier et une filtration F = (Ft)t≥0 pour décrire les informa-

tions du marché “sans défaut”. On considère une famille de temps de défaut modélisés

par n variables aléatoires τ1, . . . , τn.
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Soit G = (Gt)t≥0 le grossissement progressif de la filtration F par les temps

aléatoires τ1, . . . , τn. Par définition G est la plus petite filtration contenant F qui sa-

tisfait aux conditions habituelles et telle que les temps aléatoires τ1, . . . , τn soient des

G-temps d’arrêts. En d’autres termes, la filtration G s’identifie à (Ft ∨Nt)t≥0 rendue

habituelle, où Nt = σ(τ1 ∧ t, . . . , τn ∧ t). La tribu Nt peut aussi être identifiée à celle

engendrée par l’application aléatoire (It, τIt), où It := {i | τi ≤ t} et τIt := (τi)i∈It .

Toute variable aléatoire Gt-mesurable Yt s’écrit sous la forme

Yt =
∑

I⊂{1,...,n}

1l{τI≤t, τIc>t}Y
I
t (τI),

où Y It (·) est une fonction sur Ω × RI+ qui est Ft ⊗ B(RI+)-mesurable, l’expression

τI ≤ t désigne la relation ∧i∈I(τi ≤ t) et l’expression τIc > t désigne la relation

∧j∈Ic(τj > t),.

1.3.1. Loi conditionnelle. — Soit X une application mesurable de (Ω,A) vers un

espace métrique E, muni de sa tribu borélienne B(E). On suppose que la variable

aléatoire X contient toutes les informations de défauts. En particulier, les temps

aléatoires τ1, . . . , τn sont σ(X)-mesurables. En d’autres termes, il existe des fonctions

boréliennes v1, . . . , vn sur E telles que τi = vi(X) quel que soit i ∈ {1, . . . , n}. Pour

tout t ≥ 0, soit µt la loi de X conditionnellement à la tribu Nt. C’est une Nt-mesure

aléatoire sur (E,B(E)) qui envoie tout ensemble borélien A de E en P(X−1(A) | Nt).
Par définition, pour toute fonction borélienne bornée f sur E, on a∫

E

f(x)µt(dx) = EP[f(X) | Nt].

Soit A0 une sous-tribu de A. Par abus de langage, on utilise encore l’expression µt
pour désigner la A0 ∨Nt-mesure aléatoire 1l⊗ µt sur (Ω×E,A0 ⊗B(E)), où 1l est la

A0-mesure aléatoire d’identité sur (Ω0,A0).

On peut écrire la mesure aléatoire µt sous une forme décomposée. Pour tout sous-

ensemble I de {1, . . . , n}, soit µI la loi conditionnelle de X par rapport à τI := (τi)i∈I .

On a

(1.25) µt(dx) =
∑

I⊂{1,...,n}

1l{τI≤t, τIc>t}
µI(1l{τIc>t} · dx)

µI(1l{τIc>t})
,

où µI(1l{τIc>t} · dx) est la mesure aléatoire telle que, pour toute fonction borélienne

bornée f sur E, on ait∫
E

f(x)µI(1l{τIc>t} · dx) =

∫
E

f(x)1l{vIc (x)>t}µI(dx) = EP[f(X)1l{τIc>t} | τI ],

où vIc = (vi)i∈Ic , et vi est la fonction de E vers R+ telle que vi(X) = τi, introduite

plus haut.

La construction au-dessus se généralise naturellement au cas d’une Gt-mesure

aléatoire. On désigne par µG
t la loi conditionnelle de X par rapport à Gt. Pour toute
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fonction borélienne bornée f sur E, on a

µG
t =

∑
I⊂{1,...,n}

1l{τI≤t, τIc>t}
ηFI,t(1l{τIc>t} · dx)

ηFI,t(1l{τIc>t})
,

où ηFI,t est la loi conditionnelle de X par rapport à σ(τI) ∨ Ft, et la mesure aléatoire

ηFI,t(1l{τIc>t} · dx) est définie par la relation∫
E

f(x)ηFI,t(1l{τIc>t} · dx) := E[f(X)1l{τIc>t} |σ(τI) ∨ Ft],

valable pour toute fonction borélienne bornée sur E.

Dans le cas particulier où la loi conditionnelle de X relativement à Ft possède une

densité (4) αt par rapport à une mesure déterministe η sur (E,B(E)), on a

ηFI,t(dx) = Cα(τI)µI(βt(x) · dx),

où βt(x) = αt(x)/α0(x), et

Cα(xI) =

(∫
RIc+

αt(x) dxIc

)(∫
RIc+

α0(x) dxIc

)−1

.

Donc on a

(1.26) µG
t (dx) =

∑
I⊂{1,...,n}

1l{τI≤t, τIc>t}
µI(1l{τIc>t}βt(x) · dx)

µI(1l{τIc>t}βt(·))
=
µt(βt(x) · dx)

µt(βt(·))
.

1.3.2. Espérance conditionnelle. — Soit Yt(·) une fonction positive ou bornée

sur Ω × E qui est Ft ⊗ B(E)-mesurable. On peut calculer l’espérance conditionnelle

E[Yt(X) | Gt] en utilisant la formule suivante

E[Yt(X) | Gt] =

∫
E

Yt(x)µG
t (dx).

Cependant, pour évaluer les produits financiers au risque de crédit, il est nécessaire

de considérer les espérances conditionnelles de la forme E[YT (X) | Gt], où YT (·) est

FT⊗B(E)-mesurable. Pour cela, on peut considérer d’abord l’espérance conditionnelle

de YT (X) par rapport à Ft∨σ(X). Pour tout t ≥ 0, soit µF
t la loi conditionnelle de X

par rapport à Ft. C’est une Ft-mesure aléatoire sur (E,B(E)) qui peut être également

considérée comme une mesure de probabilité (5) sur (Ω×E,Ft⊗B(E)) (probabilité de

4. C’est-à-dire que

E[f(X) | Ft] =

∫
E
αt(x)f(x) η(dx)

pour toute fonction borélienne bornée f sur (E,B(E)).
5. Elle envoie toute fonction g : Ω× E → R bornée et Ft ⊗ B(E)-mesurable en

E
[ ∫

E
g(ω, x)ηt(dx)

]
.
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transition). On désigne par E[µF
T (YT (x) ·dx) | Ft] la Ft-mesure aléatoire sur (E,B(E))

qui envoie toute fonction borélienne bornée f sur E en

E
[ ∫

E

f(x)YT (x)µF
T (dx)

∣∣∣∣Ft].
On peut également la considérer comme une mesure de probabilité sur (Ω× E,Ft ⊗
B(E)). On a

E[YT (X) | Ft ∨ σ(X)] =
E[µF

T (YT (x) · dx) | Ft]
µF
t (dx)

(X),

où le quotient est la dérivée au sens de Radon-Nikodym, qui est une fonction Ft⊗B(E)-

mesurable sur Ω×E. On peut alors calculer l’espérance conditionnelle par rapport à

Gt.

Théorème 1.3.1. — Pour toute fonction FT ⊗ B(E)-mesurable YT qui est positive

ou bornée, on a la relation suivante :

EP[YT (X) | Gt] =

∫
E

E[µF
T (YT (x) · dx) | Ft]

µF
t (dx)

dµG
t .

Dans le cas où µF
t possède une densité αt(·) par rapport à une mesure déterministe η

pour chaque t ≥ 0, on a

(1.27) EP[YT (X) | Gt] =

∫
E

E
[
YT (x)αT (x)

αt(x)

∣∣∣∣Ft]µG
t (dx).

Une autre façon de calculer l’espérance conditionnelle par rapport à Gt est d’intro-

duire pour chaque scénario de défaut une dérivée au sens de Radon-Nikodym. Cette

méthode est valable pour une variable aléatoire générale. Soit Z une variable aléatoire

(A-mesurable) sur Ω. On cherche à calculer l’espérance conditionnelle E[Z | Gt]. Sans

perte de généralité, on suppose que Z est positive. On introduit, pour chaque I ⊂
{1, . . . , n}, deux Ft-mesures aléatoires ξI,t et ξZI,t sur (RI+,B(RI+)) telles que∫

RI+
g(sI) ξI,t(dsI) :=

∫
E

g(vI(x))1l{vIc (x)>t} ηt(dx),∫
RI+
g(sI) ξ

Z
I,t(dsI) :=

∫
E

g(vI(x))1l{vIc (x)>t} η
Z
t (dx)

pour toute fonction positive et borélienne g sur RI+, où ηt est la loi conditionnelle de

X par rapport à Ft, et ηZt est la Ft-mesure aléatoire sur (E,B(E)) telle que∫
E

f(x) ηZt (dx) = E[Zf(X) | Ft]

pour toute fonction positive et borélienne f sur E.

Proposition 1.3.2. — Pour toute variable aléatoire positive Z, on a

(1.28) E[Z | Ft] =
∑

I⊂{1,...,n}

1l{τI≤t τIc>t}
dξZI,t
dξI,t

(τI),
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où les mesures aléatoires ξI,t et ξZI,t sont considérées comme des mesures sur (Ω ×
RI+,Ft ⊗ B(RI+)), et le quotient désigne la dérivée au sens de Radon-Nikodym.

1.3.3. Défauts successifs. — Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité complet muni

d’une filtration de référence F = (Ft)t≥0 satisfaisant aux conditions habituelles. On

suppose que la tribu F0 est engendrée par les ensembles P-négligeables. Dans ce

paragraphe, on considère des temps aléatoires (τ1, . . . , τn) ordonnés de sorte que τ1 ≤
. . . ≤ τn. Dans ce cas-là, la filtration des défauts est engendrée par le processus de

comptage N = (Nt)t≥0 défini comme

Nt =

n∑
i=1

1l{τi≤t}.

En effet, on a Nt := σ(τ1 ∧ t, . . . , τn ∧ t) = σ(Ns; s ≤ t). Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, soit

τ(i) = (τ1, . . . , τi). Toute variable aléatoire Nt-mesurable Yt s’écrit sous la forme (6)

Yt =

n∑
i=0

1l{σi≤t<σi+1}y(i, τ(i)),

où y(i, ·) est une fonction B(Ri+)-mesurable pour tout i ∈ {0, . . . , n}. On peut réécrire

cette formule sous une forme réduite comme Yt = y(Nt, τ(Nt)) et en déduire que la

tribu Nt s’identifie à σ(Nt, τ(Nt)). Dans le langage du paragraphe précédent, on peut

considérer le vecteur aléatoire τ := (τ1, . . . , τn) comme une application A-mesurable

de Ω dans le sous-ensemble fermé E de Rn+ qui consiste des vecteurs (t1, . . . , tn) tels

que t1 ≤ . . . ≤ tn. Le temps aléatoire τi s’identifie à la ième coordonnée de τ .

Les résultats présentés dans le paragraphe précédent admettent une forme plus

simple dans le cas de défauts successifs. En effet, pour tout sous-ensemble I de

{1, . . . , n}, l’ensemble {τI ≤ t, τIc > t} est non-négligeable seulement si I est de

la forme {1, . . . , i} où 0 ≤ i ≤ n. En outre, dans le cas où I = {1, . . . , i}, on a

{τI ≤ t, τIc > t} = {τi ≤ t < τi+1}. La formule (1.25) dans le cas de défauts succes-

sifs devient

(1.29) µt(dx) =

n∑
i=0

1l{τi≤t<τi+1}
µ(i)(1l{τi+1>t} · dx)

µ(i)(1l{τi+1>t})
,

où µt est la loi de X conditionnellement à Nt et µ(i) est celle conditionnellement à τ(i),

X est une variable aléatoire à valeurs dans un espace métrique telle que (τ1, . . . , τn)

soit σ(X)-mesurable.

Hypothèse de densité. — Dans le reste du paragraphe, on admet l’hypothèse de den-

sité du vecteur τ = (τ1, . . . , τn) conditionnellement à la filtration F par rapport à

la mesure de Lebesgue sur E. Autrement dit, on suppose qu’il existe une famille de

6. par convention τ0 = 0, τn+1 = +∞, R0
+ = {0} et τ(0) est le vecteur vide.
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fonctions Ft ⊗B(E)-mesurables et strictement positives αt : Ω×E → R (t ≥ 0) telle

que, pour toute fonction borélienne bornée f : E → R, on ait

E[f(τ) | Ft] =

∫
E

f(x)αt(x) dx P-p.s.

Ici l’expression dx désigne la mesure de Lebesgue dx1 · · · dxn sur E. La famille (αt)t≥0

est appelée la F-densité conditionnelle du vecteur τ (7). Pour simplifier la notation,

on étend le domaine de définition de la fonction αt à Ω× Rn+ de sorte que αt prenne

la valeur 0 à l’extérieur de Ω× E.

D’après [85, Lemme 1], il existe une version càdlàg de la famille α (considérée

comme un processus aléatoire sur Ω̂ = Ω × E) qui est mesurable par rapport à

la filtration F̂ = (Ft ⊗ B(E))t≥0. Par abus de langage, on désigne encore par α la

version càdlàg du processus de densité. Pour tout vecteur fixé x dans E, le processus

(αt(x))t≥0 est une F-martingale.

Espérances conditionnelles. — Pour tout vecteur x = (x1, . . . , xn) dans E, et tous

k, p ∈ {1, . . . , n} tels que k ≤ p, on désigne par x(k:p) le segment (xk, . . . , xp). C’est

un élément dans Rp−k+1
+ . Si f est une fonction intégrable sur [t,+∞[ p−k+1, où t ≥ 0,

on note ∫ ∞
t

f(x(k:p))dx(k:p) :=

∫ ∞
t

dxk · · ·
∫ ∞
t

dxnf(xk, . . . , xn).

Par convention, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, x(i+1,i) désigne le vecteur vide.

Soit G = (Gt)t≥0 la filtration (Ft ∨ Nt)t≥0 rendue habituelle. On s’intéresse à

calculer les Gt-espérances conditionnelles. D’abord, la loi de τ conditionnellement à

Gt est (voir (1.29))

µG
t =

µt(βt(x) · dx)

µt(βt(x))
=

n∑
i=0

1l{τi≤t<τi+1}
µ(i)(1l{xi+1>t}βt(x) · dx)

µ(i)(1l{xi+1>t}βt(x))
,

où βt(x) = αt(x)/α0(x). Comme la loi conditionnelle de τ par rapport à τ(i) est

(1.30) µ(i)(dx) =
α0(x)dx(i+1:n)δτ(i)(dx(i))∫
E
α0(x)dx(i+1:n)δτ(i)(dx(i))

,

δ étant la mesure de Dirac concentrée en τ(i), on obtient

(1.31) µG
t (dx) =

n∑
i=0

1l{τi≤t<τi+1}
αt(x)dx(i+1:n)

α
(i)
t,t (x(i))

δτ(i)(dx(i)),

où α
(i)
t,t (x(i)) désigne l’intégrale ∫ ∞

t

αt(x)dx(i+1:n).

7. Cette approche est aussi étudiée dans [63].
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Si YT est une fonction FT ⊗B(Rn+)-mesurable qui est positive ou bornée, on a (d’après

(1.27) et (1.31))

(1.32) E[YT (τ) | Gt] =

n∑
i=0

1l{τi≤t<τi+1}

∫ ∞
t

dx(i+1:n)
E[YT (x)αT (x) | Ft]

α
(i)
t,t (x(i))

∣∣∣∣
x(i)=τ(i) .

C’est une conséquence directe de (1.27).

Intensité du processus des pertes. — On introduit pour chaque k ∈ {0, . . . , n} une

filtration intermédiaire G(k) = (G(k)
t )t≥0, définie comme F ∨D(k) (rendue habituelle),

où D(k) désigne la filtration engendrée par le processus

N (k) =

( k∑
i=1

1l{τi≤t}

)
t≥0.

Par définition, on a G(0) = F et G(n) = G. De plus, les filtrations G(i) et G arrêtées à

τi se cöıncident, c’est-à-dire que G(i)
τi∧t = Gτi∧t pour tout t ≥ 0. En particulier, on a la

propriété suivante : toute G(i)-martingale arrêtée à τi est une G-martingale. Cette ob-

servation nous permet de ramener le calcul de la G-intensité du processus N := N (n)

au calcul des G(i)-intensités. Rappelons que la G-intensité de N est par définition un

processus G-adapté λN tel que (Nt−
∫ t

0
λNs ds)t≥0 soit une G-martingale. La proposi-

tion précédente montre que λN s’identifie à la somme des λi (i ∈ {1, . . . , n}), où pour

chaque i, λi est la G(i)-intensité de τi, c’est-à-dire un processus G(i)-adapté tel que

(1l{τi≤t} −
∫ t

0
λitds)t≥0 soit une G(i)-martingale (8).

Dans [27], un lien explicite entre la densité conditionnelle et l’intensité est établi

pour un temps de défaut (cf. §4.2 du loc. cit., voir aussi §1.1.1 infra). Cette méthode

peut être utilisée à calculer la G(i−1)-intensité de τi. Le point clé est de déterminer la

densité conditionnelle de τi par rapport à la filtration G(i−1). Pour cela, on applique

la formule (1.29) à (F, τ1, . . . , τi−1) et X = (τ1, . . . , τn). En utilisant (1.26), on obtient

que la loi conditionnelle µG(i−1)

t de τ par rapport à G(i−1)
t est

∑
0≤j<i−1

1l{τj≤t<τj+1}
µ(j)(βt(x)1l{τj+1>t} · dx)

µ(j)(βt(x)1l{τj+1>t})
+ 1l{τi−1≤t}

µ(i−1)(βt(x)1l{τi>t} · dx)

µ(i−1)(βt(x)1l{τi>t})
,

qui est égale à

∑
0≤j<i−1

1l{τj≤t<τj+1}
αt(x)dx(j+1:n)

α
(j)
t,t (x(j))

δτ(j)(dx(j))+1l{τi−1≤t}
αt(x)dx(i:n)

α
(i−1)
t,t (x(i−1))

δτ(i−1)
(dx(i−1)),

8. Comme ce processus est nécessairement arrêté à τi, on obtient qu’il est une G-martingale. Donc

λ(i) est aussi la G-intensité de τi.
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compte tenu de (1.30). En particulier, on a

P(τi > θ | G(i−1)
t ) =

∑
0≤j<i−1

1l{τj≤t<τj+1}

∫ ∞
t

dx(j+1:n)1l{xi>θ}
αt(τ(j), x(j+1:n))

α
(j)
t,t (τ(j))

+ 1l{τi−1≤t}

∫ ∞
t

dx(i:n)1l{xi>θ}
αt(τ(i−1), x(i:n))

α
(i−1)
t,t (τ(i−1))

quel que soit θ ≥ 0. On en déduit que la densité conditionnelle α
i|i−1
t (θ) de τi par

rapport à G(i−1)
t est

1l{θ>t}
∑

0≤j<i−1

1l{τj≤t<τj+1}

∫ ∞
t

dx(j+1:i−1)

∫ ∞
θ

dx(i+1:n)

αt(τ(j), x(j+1:i−1), θ, x(i+1:n))

α
(j)
t,t (τ(j))

+ 1l{τi−1≤t}

∫ ∞
θ

dx(i+1:n)

αt(τ(i−1), θ, x(i+1:n))

α
(i−1)
t,t (τ(i−1))

.

D’après [27, proposition 4.4.(1)], la G(i)-intensité de τi est donnée par la formule

suivante :

λG
(i)

t = 1l{τi>t}
α
i|i−1
t (t)

P(τi > t | G(i−1)
t )

= 1l{τi−1≤t<τi}
α

(i)
t,t (τ(i−1), t)

α
(i−1)
t,t (τ(i−1))

.

Proposition 1.3.3. — La G-intensité λN du processus des pertes N est donnée par

la formule suivante :

λNt =

n∑
i=1

1l{τi−1≤t<τi}
α

(i)
t,t (τ(i−1), t)

α
(i−1)
t,t (τ(i−1))

.

Caractérisation des G-martingales. — Soit YT (·) une fonction Ft⊗B(Rn+)-mesurable.

On écrit E[YT (τ) | Gt] sous la forme

E[YT (τ) | Gt] =

n∑
i=0

1l{τi≤t<τi+1}y
i
t(τ(i)),

où (cf. (1.32))

yit(x(i)) =

∫ ∞
t

dx(i+1:n)
E[YT (x)αT (x) | Ft]

α
(i)
t,t (x(i))

.

On obtient alors que, pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1},

α
(i)
t,t (x(i))y

i
t(x(i)) +

∫ t

0

yi+1
s (x(i), s)α

(i+1)
s,s (x(i), s) ds

s’identifie à ∫ ∞
0

E[YT (x)αT (x) | Ft] dx(i+1:n),

qui est la valeur d’une F-martingale en t. De façon similaire, on a

ynt (x)α
(n)
t,t (x) = E[YT (x)αT (x) | Ft].
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Basé sur cette observation, on établit le résultat suivant (cf. [28])

Théorème 1.3.4. — Soit Y un processus G-adapté de la forme

Yt =

n∑
i=0

1l{τi≤t<τi+1}y
i
t(τ(i)),

où yit(·) est Ft⊗B(Ri+)-mesurable. Pour que le processus Y soit une G-martingale, il

faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) le processus (ynt (x)α
(n)
t,t (x))t≥0 est une F-martingale quel que soit x ∈ Rn+,

(2) pour tout entier i ∈ {0, . . . , n− 1} et tout élément x(i) dans Ri+, le processus

α
(i)
t,t (x(i))y

i
t(x(i)) +

∫ t

0

yi+1
s (x(i), s)α

(i+1)
s,s (x(i), s), t ≥ 0

est une F-martingale.

La démonstration consiste à exprimer Y − Y0 comme la somme de n+ 1 processus

Y i := (Yτi+1∧t − Yτi∧t)t≥0, où i ∈ {0, . . . , n}. Le processus Y est une G-martingale si

et seulement si chacun des processus Y i est une G-martingale. Cela revient à dire que

chaque processus Y i est une G(i+1)-martingale (9) car le processus est arrêté à τi+1.

En utilisant le calcul établi précédemment sur la loi conditionnelle de τ relativement à

une filtration intermédiaire, le critère des martingales dans le grossissement progressif

de filtration par un temps aléatoire démontré dans [27] (cf. la proposition 5.6 du loc.

cit.) donne le résultat souhaité par la méthode de récurrence.

9. Par convention G(n+1) = G.



CHAPITRE 2

CONTRÔLE OPTIMAL AVEC LE RISQUE DE

CONTREPARTIE

Ce chapitre est consacré à présenter mes travaux en collaboration avec H. Pham

et I. Kharroubi sur le problème d’investissement optimal dans le contexte du marché

financier à risque de contrepartie. Ces travaux sont motivés par l’observation que le

défaut d’un actif peut conduire à des influences (parfois brutales) sur les autres. Dans

l’étude des produits financiers du risque de crédit, ce phénomène se reflète comme

un saut instantané (appelé saut de contagion dans [54, 15]) de l’intensité de défaut

d’un actif lorsqu’une de ses contreparties fait faillite. Cette influence peut aussi être

décrite par un saut de la valeur de l’actif au moment de défaut.

Pour pouvoir incorporer le saut induit par le défaut de contagion ou de contre-

partie, le marché financier que l’on modélise est un marché incomplet. Le problème

d’investissement optimal dans ce contexte (de marché incomplet) a été étudié dans un

cadre général par Kramkov et Schachermayer [66]. Concernant le risque de crédit, ce

problème a été traité dans les travaux comme [12, 14, 21, 82]. Plus récemment, les

auteurs de [71, 4] utilisent l’approche d’équation différentielle stochastique rétrograde

appliquée sur la filtration globale du marché et donc fait intervenir des équations

différentielles stochastiques rétrogrades à saut (cf. par exemple [74]). Dans un travail

en commun avec Pham [61], on s’intéresse à étudier les impacts de défaut sur les

stratégies d’investissement, en supposant l’existence de la densité de défaut condi-

tionnellement à la filtration de référence qui représente l’information du marché sans

risque de défaut. On décompose le problème initial en deux problèmes d’optimisa-

tion, avant et après défaut, par rapport à la filtration de référence et ainsi considérer

deux problèmes par rapport au marché complet. Ces deux problèmes d’optimisa-

tion peuvent être résolus par des méthodes classiques (méthode de dualité ou pro-

grammation dynamique, cf. El Karoui [26]) et conduisent à une solution explicite du

problème initial. En outre, cette méthode permet d’analyser le changement brutal de
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la stratégie optimale au moment de défaut suggéré par l’expérience du marché finan-

cier. Des comparaisons numériques avec l’approche de Merton donnent une explication

au phénomène de vente à la découverte près du moment de défaut.

L’approche de décomposition se généralise facilement au cas de plusieurs défauts

successifs. Avec Kharroubi et Pham [60], nous avons étudié le problème d’inves-

tissement optimal à risque de défauts multiples (voir aussi [76]). En appliquant

récursivement l’approche de décomposition, nous avons pu relier le problème d’optimi-

sation à une famille d’équations différentielles stochastiques rétrogrades et ainsi don-

ner une démonstration explicite de l’existence et l’unicité de la solution du problème

d’optimisation sous l’hypothèse de densité. Du point de vue théorique, cela donne une

nouvelle approche à résoudre une grande famille d’équations différentielles stochas-

tiques rétrogrades à un nombre fini de sauts.

En outre, dans un travail avec Hillairet [50], nous avons adapté l’approche de

décomposition dans la théorie des informations asymétriques pour étudier le problème

d’investissement optimal dans un marché financier à risque de contrepartie avec

différents niveaux d’information. Ce travail sera présenté plus loin dans le chapitre 3.

2.1. Optimisation avec une seul contrepartie

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au problème d’investissement optimal dans un

marché financier consistant d’un actif sans risque et un actif risqué influencé par un

autre actif (la contrepartie) qui peut faire faillite. L’actif risqué continue à exister au

marché même si la contrepartie fait faillite. Cependant, si le défaut de ce dernier a

lieu, le prix S de l’actif risqué marque un saut brutal au moment de défaut τ .

On modélise le marché financier par un espace de probabilité (Ω,G,P) et les

différentes informations par des filtrations. Les informations qui ne sont pas direc-

tement liées à l’événement de défaut sont représentées par une filtration F = (Ft)t≥0,

supposée être engendrée par un mouvement brownien W . Les informations globales

du marché sont donc décrites par le grossissement progressif G = (Gt)t≥0 de la fil-

tration F par la filtration D = (Dt)t≥0 engendrée par le processus de défaut Dt =

σ(1l{τ≤s}, s ≤ t).
On fixe un temps de maturité fini T et suppose que le temps de défaut (qui est

une variable aléatoire positive sur l’espace de probabilité (Ω,G,P)) vérifie l’hypothèse

de densité (1.5) sur [0, T ] : il existe une famille de fonctions Ft ⊗ B(R+)-mesurables

(ω, θ) 7→ αt(θ), t ∈ [0, T ] telles que

(2.1) P(τ ∈ dθ | Ft) = αt(θ) dθ, t ∈ [0, T ].

Par définition, pour tout θ ≥ 0, le processus α(θ) est une F-martingale sur [0, T ].

Le prix S de l’actif risqué est un processus G-adapté sur [0, T ]. Il peut être écrit

sous forme décomposée comme (voir (1.1))

(2.2) St = S0
t 1l{t<τ} + S1

t (τ)1l{t≥τ}, 0 ≤ t ≤ T,
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où S0 est un processus F-adapté, et S1(·) est un processus F ⊗ B(R+)-adapté sur

[0, T ]. On suppose que le processus S0 vérifie une équation différentielle stochastique

de la forme

(2.3) dS0
t = S0

t (µ0
t dt+ σ0

t dWt), S0
0 = S0− > 0, 0 ≤ t ≤ T.

Similairement, on suppose que, pour tout θ ∈ [0, T ], le prix après-défaut (S1
t (θ), t ∈

[θ, T ]) vérifie l’équation suivante

dS1
t (θ) = S1

t (θ)(µ1
t (θ) dt+ σ1

t (θ) dWt), θ < t ≤ T,

S1
θ (θ) = S0

θ−(1− γθ),
(2.4)

où γθ est le saut proportionnel du prix de l’actif risqué, pourvu que l’événement de

défaut a lieu à l’instant θ. Le processus γ est supposé être F-adapté. On suppose aussi

que les contraintes suivantes sur les coefficients figurant dans les équations (2.3) et

(2.4) sont vérifiées de sorte que ces équations aient des solutions strictement positives :

(i) positivité des volatilités : σ0
t > 0 et σ1

t (·) > 0,

(ii) condition d’intégrabilité

(2.5)

∫ T

0

( ∣∣∣∣µ0
t

σ0
t

∣∣∣∣2 + |σ0
t |2
)

dt+

∫ T

θ

( ∣∣∣∣µ1
t (θ)

σ1
t (θ)

∣∣∣∣2 + |σ1
t (θ)|2

)
dt < +∞ p.s.

pour tout θ ∈ [0, T ],

(iii) positivité du prix : γt < 1 p.s. pour tout t ∈ [0, T ].

Considérons maintenant un agent qui investisse dans un portefeuille qui consiste

d’un actif sans risque de prix constant 1 (sans perte de la généralité) et de l’actif

risqué de prix S. La proportion que l’agent investisse dans l’actif risqué à l’instant

t est notée comme πt, le processus π est G-prévisible et donc se décompose comme

(voir (1.2))

πt = π0
t 1l{t≤τ} + π1

t (τ)1l{t>τ}, t ∈ [0, T ],

où π0 est un processus F-prévisible et π1(·) est une fonction P(F)⊗B([0, T ])-mesurable

sur Ω× [0, T ]× [0, T ]. La valeur X du portefeuille correspondant à la stratégie π vérifie

alors l’équation différentielle stochastique suivante

dXt = Xtπt
dSt
St

, t ∈ [0, T ].

En particulier, le processus X peut se décomposer comme

Xt = X0
t 1l{t<τ} +X1

t (τ)1l{t≥τ}, t ∈ [0, T ],

où les fonctions aléatoires X0 et X1(·) vérifient les relations suivantes

dX0
t = X0

t π
0
t (µ0

t dt+ σ0
t dWt), X0

0 = X0−,(2.6)

dX1
t (θ) = X1

t (θ)π1
t (θ)(µ1

t (θ) dt+ σ1
t (θ) dWt), θ < t ≤ T,(2.7)

X1
θ (θ) = X0

θ−(1− π0
θγθ).(2.8)
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Pour que les équations différentielle stochastique (2.6)—(2.8) admettent des solutions

strictement positives (pourvu que X0− > 0), il faut imposer certaines contraintes à

la stratégie π. On désigne par A l’ensemble des couples (π0, π1(·)) tels que,

(i) le processus π0 soit F-prévisible sur [0, T ],

(ii) la fonction aléatoire π1(·) soit P(F)⊗ B([0, T ])-mesurable,

(iii) pour tout θ ∈ [0, T ]∫ T

0

|π0
t σ

0
t |2 dt+

∫ T

θ

|π1
t (θ)σ1

t (θ)|2 dt < +∞ et π0
θγθ < 1 a.s.

Tout élément (π0, π1(·)) ∈ A correspond à une stratégie d’investissement π (dite

admissible) de sorte que πt = π0
t 1l{t≤τ} + π1

t (τ)1l{t>τ}, on note π ∈ A et on désigne

par Xπ le processus de valeur correspondant (dont le capital initial X0− > 0 est fixé).

Étant donnée une fonction d’utilité U définie sur ]0,+∞[ qui vérifie les conditions

d’Inada, i.e. la fonction U est strictement croissante, strictement concave et de classe

C1 sur ]0,+∞[, telle que limt→0+ U
′(t) = +∞ et limt→+∞ U ′(+∞) = 0, le problème

d’investissement optimal consiste à déterminer la borne supérieure

(2.9) V0 := sup
π∈A

J0(π),

où J0(π) = E[U(Xπ
T )].

Sous l’hypothèse de densité, la valeur d’utilité J0(π) se calcule comme

J0(π) = E[E[U(XT ) | FT ]]

= E[U(X0
T )P(τ > T | FT ) + E[U(X1

T (τ))1l{τ≤T} | FT ]]

= E
[
U(X0

T )GT +

∫ T

0

U(X1
T (θ))αT (θ) dθ

]
,

(2.10)

où GT = P(τ > T | FT ) =
∫∞
T
αT (θ) dθ. Cette formulation nous suggère d’introduire

une famille de problème d’optimisation “après défaut” comme dans la suite. Pour tout

(θ, x) ∈ [0, T ]× ]0,+∞[, on désigne par A1(θ) l’ensemble des processus (Ft)θ<t≤T -

prévisibles (π1
t (θ), t ∈ ]θ, T ]) tels que∫ T

θ

|π1
t (θ)σ1

t (θ)|2 dt < +∞, p.s.

Si π1(θ) est un élément dans A1(θ), on désigne par X1,x(π1(θ)) la solution de

l’équation différentielle stochastique (2.7) avec la condition initiale X1,x
θ (π1(θ)) = x.

On désigne par V 1
θ (x) la solution au problème d’optimisation suivant

(2.11) V 1
θ (x) = ess sup

π1(θ)∈A1(θ)

J1
θ (x, π1(θ)),

où J1
θ (x, π1(θ)) := E[U(X1,x

T (π1(θ)))αT (θ) | Fθ].
On établit le théorème suivant qui est un problème d’optimisation global avant-

défaut dépendant de la stratégie π0 et de la richesse initiale X0 :
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Théorème 2.1.1. — On désigne par A0 la famille des processus F-prévisibles π0

sur [0, T ] tels que
∫ T

0
|π0
t σ

0
t |2 dt < +∞ et que π0

θγθ < 1 p.s. pour tout θ ∈ [0, T ]. Alors

on a

(2.12) V0 = sup
π0∈A0

E
[
U(X0

T )GT +

∫ T

0

V 1
θ (X0

θ (1− π0
θγθ)) dθ

]
,

où V 1 est la solution du problème après-défaut (2.11).

La démonstration de ce résultat repose sur un argument de sélection mesurable (cf.

[86]) pour construire une stratégie admissible (π0, π1(·)) dans A telle que π1(θ) soit

quasi-optimale pour tout θ ∈ [0, T ] relativement au problème d’optimisation (2.11) et

que π0 soit quasi-optimale pour le problème (2.12).

Les problèmes d’optimisation (2.11) et (2.12) étant par rapport à la filtration F
engendrée par un mouvement brownien, on peut donc les résoudre via des méthodes

classiques. En particulier, le cas “après défaut” (2.11) peut être étudié par la méthode

de dualité. Pour tout θ ∈ [0, T ], on désigne par Z(θ) la martingale locale sur [θ, T ]

définie comme

Zt(θ) = exp

(
−
∫ t

θ

µ1
s(θ)

σ1
s(θ)

dWs −
1

2

∫ t

θ

∣∣∣µ1
s(θ)

σ1
s(θ)

∣∣∣2 ds

)
, θ ≤ t ≤ T.

On désigne par Ũ la transformée de Legendre de U , définie comme

Ũ(y) = sup
x>0

(
U(x)− xy

)
.

On suppose que la condition d’élasticité asymptotique est vérifiée pour la fonction

d’utilité U , autrement dit,

lim sup
x→+∞

xU ′(x)

U(x)
< 1.

Théorème 2.1.2. — Le processus V 1(x) dans le problème d’optimisation (2.11)

vérifie

V 1
θ (x) = E

[
U
(
ŷθ(x)

ZT (θ)

αT (θ)

)
αT (θ)

∣∣∣Fθ],
où ŷθ(x) est la variable aléatoire Fθ ⊗ B(]0,∞[)-mesurable solution de l’équation

E
[ZT (θ)

Zθ(θ)
I
(
ŷθ(x)

ZT (θ)

αT (θ)

) ∣∣∣Fθ] = x

et la fonction I est l’inverse de U ′. De plus, la valeur optimale du portefeuille est

X̂1,x
t (θ) = E

[ZT (θ)

Zt(θ)
I
(
ŷθ(x)

ZT (θ)

αT (θ)

) ∣∣∣Ft], θ ≤ t ≤ T.

Dans le cas où la fonction d’utilité est de la forme (i.e. dans la classe CRRA)

U(x) =
xp

p
, 0 < p < 1, x > 0,
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on peut calculer la valeur optimale du portefeuille comme la suite (1)

X̂1,x
t (θ) =

x

E
[
αT (θ)

(
ZT (θ)
αT (θ)

)−q ∣∣∣Fθ] ·
E
[
αT (θ)

(
ZT (θ)
αT (θ)

)−q ∣∣∣Ft]
Zt(θ)

, θ ≤ t ≤ T,

où q = p/(1− p). En outre, on a

V 1
θ (x) =

xp

p

(
E
[
αT (θ)

(ZT (θ)

αT (θ)

)−q ∣∣∣Fθ])1−p
, θ ∈ [0, T ].

Il s’avère que V 1
θ (x) peut s’écrire sous la forme

(2.13) V 1
θ (x) = U(x)Kp

θ ,

où

Kθ = E
[
αT (θ)

(ZT (θ)

αT (θ)

)−q ∣∣∣Fθ].
On peut utiliser la programmation dynamique à étudier le problème d’optimisation

“avant défaut”. Pour tout t ∈ [0, T ] et tout ν ∈ A0, on désigne par A0(t, ν) l’ensemble

des stratégies π0 ∈ A0 telles que π0
.∧t = ν.∧t. On considère la version dynamique du

problème d’optimisation (2.12) comme la suite (où t ∈ [0, T ])

(2.14) Vt(ν) = ess sup
π0∈A0(t,ν)

E
[
U(X0

T (π0))GT +

∫ T

t

V 1
θ (X0

θ (π0)(1− π0
θγθ)) dθ

∣∣∣Ft],
où X0(π0) est la solution de l’équation différentielle stochastique (2.6) correspondant

à la stratégie π0. Soit Y le processus càdlàg défini comme Yt = Vt(ν)/U(X0
t (ν)), où

X0(ν) est la solution de l’équation différentielle stochastique (2.6) pour π0 = ν. Grâce

à la relation (2.13), le processus Y peut s’écrire sous la forme

(2.15) Yt = p ess sup
π0∈A0(ν,t)

E
[
U
(X0(π0)

X0(ν)

)
GT +

∫ T

t

U
(X0

θ (π0)

X0
t (ν)

)
(1− π0

θγθ)
pKp

θ dθ
∣∣∣Ft].

On désigne par Lb+(F) l’ensemble des processus F-adaptés, positifs et càdlàg Ỹ tels

que le processus ξν(Ỹ ) défini comme

ξνt := U(X0
t (ν))Yt +

∫ t

0

U(X0
θ (ν))(1− νθγθ)pKp

θ dθ, t ∈ [0, T ]

1. De façon similaire, on peut aussi calculer explicitement ces processus pour la fonction d’utilité

logarithmique U(x) = ln(x). On a

X̂1,x
t (θ) =

xαt(θ)

αθ(θ)Zt(θ)
, θ ≤ t ≤ T

et

V 1
θ (x) = αθ(θ) ln

( x

αθ(θ)

)
+ E

[
αT (θ) ln

(αT (θ)

ZT (θ)

) ∣∣∣Fθ], θ ∈ [0, T ].
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soit borné inférieurement par une F-martingale. Il s’avère que le processus Y est

dans la classe Lb+(F) ; de plus, il est la plus petite solution dans Lb+(F) de l’équation

différentielle stochastique rétrograde

(2.16) Yt = GT +

∫ T

t

f(θ, Yθ, φθ) dθ −
∫ T

t

φθ dWθ, t ∈ [0, T ],

où

(2.17) f(t, Yt, φt) = p ess sup
ν∈A0

[
(µ0
tYt + σ0

t φt)νt −
1− p

2
Yt|νtσ0

t |2 +Kp
t

(1− νtγt)p

p

]
.

Théorème 2.1.3. — La stratégie optimale π̂0 du problème (2.12) s’identifie à

l’élément dans A0 où la borne supérieure (2.17) est atteinte.

Si la condition d’intégrabilité suivante est satisfaite :
∫ T

0

∣∣Kt
σ0
t

∣∣2p/(1−p) dt < ∞ p.s.,

la borne supérieure dans (2.17) est atteinte ponctuellement. Autrement dit, on a

(scénario par scénario)

(2.18) f(t, Yt, φt) = p sup
π∈R, πγt<1

[
(µ0
tYt + σ0

t φt)π −
1− p

2
Yt|πσ0

t |2 +Kp
t

(1− πγt)p

p

]
.

Il s’avère que le terme f(t, Yt, φt) n’est pas lipschitzienne en général par rapport

aux paramètres (Yt, φt). L’existence et l’unicité de la solution pour l’équation (2.16)

reposent sur un argument de troncature pour le domaine de π dans (2.18).

Dans les tests numériques, on a comparé la stratégie optimale dans notre modèle

avec celle dans le modèle classique de Merton où le risque de défaut n’est pas pris

en considération. Quand il y a une perte (resp. gain) au défaut, i.e. γ > 0 (resp.

γ < 0), la stratégie optimale est plus petite (resp. grande) que la stratégie de Merton.

De plus, la stratégie est décroissante par rapport à γ. Quand le risque de défaut est

grand, la stratégie optimale s’éloigne de la stratégie de Merton, plus précisément, pour

une valeur de γ fixée, plus la probabilité de défaut est grande, plus l’investissement

optimal à l’actif risqué est petit quand γ > 0, et est grand quand γ < 0. La fonction

de valeur optimale est en général plus petite de celle dans le modèle de Merton à

cause du risque de contrepartie. Il existe néanmoins certaines exceptions :

1) quand il y a un gain au défaut, on peut profiter du défaut et obtenir une meilleure

fonction de valeur ;

2) quand il y a une forte probabilité de défaut et une grand perte au défaut, l’in-

vestisseur peut effectuer une stratégie de vente à découverte et faire un pari sur

l’arrivée de défaut avant la maturité pour faire du profit.
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2.2. Investissement optimal avec risque de multi-défauts

On considère un marché financier représenté par un espace de probabilité (Ω,G,P)

qui est sensible à l’impact de n événements successifs (2) de défaut qui ont lieu aux

temps aléatoires finis et strictement positifs τ1 ≤ . . . ≤ τn respectivement. Soit

F = (Ft)t≥0 la filtration qui représente les informations qui ne sont pas sensibles

à ces événements, supposée être engendrée par un mouvement brownien W . Soit

L = (L1, . . . , Ln) un vecteur de n marques correspondant à ces événements de défaut.

Ce sont des variables aléatoires G-mesurables prenant valeurs dans un espace polonais

E. Par exemple, Li peut représenter la perte d’un portefeuille à cause du défaut à

l’instant τi.

Soit G la filtration le grossissement progressif de F par les temps aléatoires τ1, . . . , τn
et les marques L1, . . . , Ln, qui représente les informations totales du marché. En

d’autres termes, on note G = F ∨ D1 ∨ · · · ∨ Dn, où Dk = (Dkt )t≥0 est la filtration

continue à droite associée à la filtration (D̃kt )t≥0 avec

D̃kt = σ(Lk1l{τk≤s}, s ≤ t) ∨ σ(1l{τk≤s}, s ≤ t).

De façon équivalente, G est la plus petite filtration continue à droite qui contient F et

telle que, pour tout k ∈ {1, . . . , n}, τk soit un G-temps d’arrêt et Lk est une variable

aléatoire Gτk -mesurable.

Pour tout entier k, soit ∆k l’ensemble des vecteurs (θ1, . . . , θk) dans Rk+ tels que

θ1 ≤ . . . ≤ θk. Pour tout élément θ = (θ1, . . . , θn) ∈ ∆n et tout ` = (`1, . . . , `n) ∈ En,

on désigne par θk et `k les vecteurs tronqués (θ1, . . . , θk) et (`1, . . . , `k) respectivement

(k ∈ {0, . . . , n}), où par convention on note θ0 = `0 = ∅. De façon similaire, on

note τ k = (τ1, . . . , τk) et Lk = (L1, . . . , Lk). Pour tout t ≥ 0, on désigne par Ωkt
l’événement {τk ≤ t < τk+1}, où par convention Ω0

t := {t < τ1} et Ωnt := {τn ≤ t}. De

façon similaire, on note Ωkt− := {τk < t ≤ τk+1} avec les conventions Ω0
t− := {t ≤ τ1}

and Ωnt− := {τn < t}.
Soient V et W deux espaces polonais. On désigne par PF(V,W ) l’ensemble des fonc-

tions définies sur R+×Ω×V et à valeurs dans W qui sont P(F)⊗B(V )-mesurables, où

P(F) désigne la tribu prévisible associée à F. Similairement, on désigne par OF(V,W )

l’ensemble des fonctions Z : R+ × Ω× V → W telles que, pour tout t ≥ 0, l’applica-

tion (ω, v) 7→ Z(t, ω, v) soit Ft ⊗ B(V )-mesurable. Dans le cas où W = R, on utilise

l’expression simplifiée PF(V ) et OF(V ) pour désigner PF(V,R) et OF(V,R).

Rappelons que tout processus G-adapté (resp. G-prévisible) Z = (Zt)t≥0 se

décompose sous la forme

Zt =

n∑
k=0

1lΩkt Z
k
t (τ k,Lk), (resp. Zt =

n∑
k=0

1lΩkt−Z
k
t (τ k,Lk)), t ≥ 0,

2. Quitte à rajouter les statistiques d’ordre dans la famille de marques (et augmenter le domaine

E), on peut facilement ramener l’étude des événements de défaut généraux au cas des défauts suc-

cessifs.
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où Zkt est un élément dans OF(∆k × Ek) (resp. PF(∆k × Ek)).

On suppose que l’hypothèse de densité est vérifiée pour le couple (τ ,L), i.e., il

existe une fonction α ∈ OF(∆n × En) telle que, pour toute fonction borélienne f sur

∆n × En et tout t ≥ 0, on ait

(2.19) E[f(τ ,L) | Ft] =

∫
∆n×En

f(θ, `)αt(θ, `) dθ η(d`), p.s.,

où dθ = dθ1 . . . dθn est la mesure de Lebesgue sur Rn, et η(d`) est une mesure

borélienne sur En de la forme

η(d`) = η1(d`1)

n−1∏
k=1

ηk+1(`k,d`k+1),

où η1 est une mesure borélienne non-négative sur E et ηk+1(`k,d`k+1) est un noyau

de transition sur Ek × E.

Considérons un portefeuille qui consiste de d actifs dont le processus de valeur est

décrit par un processus G-adapté S (à valeurs dans Rd). On peut l’exprimer sous

forme décomposée comme

St =

n∑
k=0

1lΩkt S
k
t (τ k,Lk),

où Sk est un élément dans OF(∆k × Ek). On suppose que le processus Skt vérifie

l’équation différentielle stochastique suivante (3)

(2.20) dSkt (θk, `k) = Skt (θk, `k) ∗ (bkt (θk, `k)dt+ σkt (θk, `k)dWt), t ≥ θk

pour tout θk = (θ1, . . . , θk) ∈ ∆k et tout `k = (`1, . . . , `k) ∈ Ek, où W est un

mouvement brownien m-dimensionnel par rapport à la filtration F et bk et σk sont des

vecteurs en fonctions qui consistent de d éléments et dm éléments dans PF(∆k×Ek),

respectivement. On suppose aussi que les prix des actifs marquent des sauts à chaque

instant de défaut. Autrement dit, on suppose que γk (k ∈ {0, . . . , n}) sont des éléments

dans PF(∆k×Ek+1) tels que, pour tout θk+1 = (θ1, . . . , θk+1) ∈ ∆k+1 et tout `k+1 =

(`1, . . . , `k+1) ∈ Ek+1, on ait

(2.21) Sk+1
θk+1

(θk+1, `k+1) = Sk
θ−k+1

(θk, `k) ∗ (1d + γkθk+1
(θk, `k+1)),

où 1d est le vecteur dans Rd dont toutes les coordonnées sont égales à 1.

Soit T < +∞ une date de maturité fixée. Une stratégie d’investissement à la

maturité T s’écrit comme un processus G-prévisible π de la forme

πt =

n∑
k=0

1lΩkt−π
k
t (τ k,Lk), t ∈ [0, T ],

3. Si x = (x1, . . . , xd) et y = (y1, . . . , yd) sont deux vecteurs dans Rd, l’expression x ∗ y désigne

le vecteur (x1y1, . . . , xdyd) ∈ Rd.
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où πk est un élément dans PF(∆k×Ek,Rd). Le processus π représente les richesses que

l’investisseur met dans les d actifs respectivement. Par abus de langage, on confond

π à la famille (πk)nk=0. On suppose que toute stratégie d’investissement satisfait à la

condition d’intégrabilité suivante : pour tout (θk, `k) ∈ ∆k × Ek, on a

(2.22)

∫ T

0

(
|πkt (θk, `k) · bkt (θk, `k)|+ |πkt (θk, `k) · σkt (θk, `k)|2

)
dt < +∞, p.s.

Ainsi la valeur du portefeuille Xπ associée à la stratégie π est bien définie et vérifie

les relations suivantes :

Xπ
t =

∑n
k=0 1lΩktX

π,k
t (τ k,Lk), t ∈ [0, T ],(2.23)

dXπ,k
t (θk, `k) = πkt (θk, `k) · (bkt (θk, `k) dt+ σkt (θk, `k)dWt), t ∈ ]θk, T ],(2.24)

Xπ,k+1
θk+1

(θk+1, `k+1) = Xπ,k

θ−k+1

(θk, `k) + πkθk+1
(θk, `k) · γθk+1

(θk, `k+1).(2.25)

Pour simplifier les notations, dans le cas où il n’y a aucune ambigüıté sur la stratégie

d’investissement π, on utilise les expressions X et Xk pour désigner Xπ et Xπ,k,

respectivement.

Pour tout k ∈ {0, . . . , n} et tout (θk, `k) ∈ ∆k(T )× Ek, on fixe un sous-ensemble

fermé et convexe Ak(θk, `k), où ∆k(T ) désigne l’intersection de ∆k avec [0, T ]k. Soient

p > 0 un nombre réel et U la fonction d’utilité exponentielle de la forme

U(x) = − exp(−px), x ∈ R.

On désigne par A la famille des stratégies d’investissement π = (πk)nk=0 qui vérifient

les conditions suivantes :

(i) pour tout k ∈ {0, . . . , n} et tout (θk, `k) ∈ ∆k(T )× Ek, le processus πk(θk, `k)

prend valeurs dans Ak(θk, `k) ;

(ii) pour tout k ∈ {0, . . . , n} et tout (θk, `k) ∈ ∆k(T ) × Ek, le processus

U(Xπ,k(θk, `k)) est de classe (D) ;

(iii) pour tout k ∈ {0, . . . , n− 1} et tout (θk, `k) ∈ ∆k(T )× Ek, on a

E
[ ∫ T

θk

∫
E

U
(
Xπ,k
s (θk, `k) + πks (θk, `k) · γks (θk, `k, `)

)
ηk+1(`k,d`) ds

]
.

Pour tout k ∈ {0, . . . , n}, on désigne par Ak l’ensemble des processus πk qui figurent

comme la kième composante dans l’une des stratégies dans la famille A.

On introduit une famille de processus auxiliaires αk ∈ OF(∆k × Ek), où k ∈
{0, . . . , n}, issue du processus de densité α défini dans (2.19). On pose αn = α et on

définit de façon récursive les processus αk (k ∈ {0, . . . , n− 1}) comme

(2.26) αkt (θk, `k) =

∫ ∞
t

∫
E

αk+1
t (θk+1, `k+1) dθk+1 ηk+1(`k,d`k+1).
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Par définition, on vérifie que

P(τk+1 > t | Ft) =

∫
∆k×Ek

αkt (θk, `k) dθk η(d`k), P(τ1 > t | Ft) = α0
t ,

où dθk = dθ1 · · · dθk, η(d`k) = η1(d`1) · · · ηk(`k−1,d`k).

Le problème d’investissement optimal dans le contexte décrit au-dessus consiste à

déterminer la borne supérieure comme la suite

(2.27) V 0(x) = sup
π∈A

E
[
U(XT (x)−HT )

]
,

où XT (x) est la solution aux équations différentielles stochastiques (2.24)–(2.25) à

condition initiale Xπ
0− = x, et

HT =

n∑
k=0

1lΩkTH
k
T

est une variable aléatoire GT -mesurable et bornée qui représente le payoff d’un ac-

tif que l’investisseur devrait délivrer à la maturité T . Notre méthode consiste à

décomposer ce problème d’optimisation en n+ 1 problèmes par rapport à la filtration

F et puis les résoudre récursivement. Pour cela on introduit une famille de problèmes

d’optimisation comme la suite. On pose

(2.28) V n(x,θ, `) := ess sup
πn∈An

E
[
U(Xn

T (x)−Hn
T )αnT (θ, `)

∣∣Fθn].
En outre, pour k ∈ {0, . . . , n− 1}, on définit (de façon récursive en k)

V k(x,θk, `k) := ess sup
πk∈Ak

E
[
U(Xk

T (x)−Hk
T )αkT (θk, `k)+∫ T

θk

∫
E

V k+1(Xk
θk+1

(x) + πkθk+1
· γkθk+1

(`k+1),θk+1, `k+1) ηk+1(`k,d`k+1) dθk+1

∣∣∣∣Fθk],

(2.29)

où x > 0 et (θk, `k) ∈ ∆k(T )× Ek.

Les problèmes d’optimisation (2.28) et (2.29) peuvent être résolus par la méthode

de programmation dynamique. Soient k un indice dans {0, . . . , n} et νk un élément

de Ak. Pour tout t ∈ [0, T ] on désigne par Ak(t, νk) l’ensemble des processus πk ∈ Ak
tels que πk·∧t = νk·∧t. On introduit la version dynamique des problèmes d’optimisation

(2.28) et (2.29) comme

(2.30) V nt (x,θ, `, νn) := ess sup
πn∈An(t,νn)

E
[
U(Xn

T (x)− H̃n
T (θ, `))

∣∣Ft], t ∈ [θn, T ],
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où H̃n
T (θ, `) + p−1 lnαT (θ, `), et

V kt (x,θk, `k, ν
k) = ess sup

πk∈Ak(t,νk)

E
[
U(Xk

T (x)− H̃k
T (θk, `k)αkT (θk, `k)+∫ T

t

∫
E

V k+1
θk+1

(Xk+1
θk+1

(x) + πkθk+1
· γkθk+1

(`k+1),θk+1, `k+1) ηk+1(`k,d`k+1) dθk+1

∣∣∣∣Ft],

(2.31)

où t ∈ [θk, T ], et H̃k
T (θk, `k) := Hk

T + p−1 lnαkT (θk, `k).

Le fait que U est la fonction d’utilité exponentielle suggère que le processus de

valeur V n devrait s’écrire sous la forme

V nt (x,θ, `, νn) = U(Xn
t (x)− Y n(θ, `)), t ∈ [θn, T ],

où Y n ∈ OF(∆n × En,Rm) est indépendant de νn. En outre, par définition (2.28) le

processus (V nt (x,θ, `, νn))t∈[θn,T ] est une sur-martingale, et elle est une martingale

lorsque la borne supérieure essentielle est atteinte. Cela montre que le processus Y n

(s’il existe) doit vérifier l’équation différentielle stochastique rétrograde

Y nt (θ, `) = Hn
T (θ, `) +

1

p
lnαT (θ, `)

+

∫ T

t

fn(r, Znr ,θ, `) dr −
∫ T

t

Znr · dWr, t ∈ [θn, T ],

(2.32)

le générateur fn étant un processus dans PF(Rm ×∆n × En) défini comme

fn(t, z,θ, `) = inf
π∈An(θ,`)

{p
2
|z − σnt (θ, `)′π|2 − bn(θ, `) · π

}
= −λnt (θ, `) · z − 1

2p
|λnt (θ, `)|2 +

p

2
inf

π∈An(θ,`)

∣∣∣z +
1

p
λnt (θ, `)− σnt (θ, `)′π

∣∣∣2,(2.33)

où λn est un élément (4) dans PF(∆n × En,Rm) tel que σnλn = bn. Dans le cas

du marché financier sans risque de défaut, des équations différentielles stochastiques

rétrogrades de forme similaire à (2.33) ont été étudiées dans [79, 51].

Similairement, pour k ∈ {0, . . . , n − 1}, le processus de valeur V k devrait s’écrire

sous la forme

V kt (x,θk, `k, ν
k) = U(Xk

t (x)− Y kt (θk, `k)), t ∈ [θk, T ],

où le processus Y k ∈ OF(∆k×Ek) ne dépend pas de νk. En outre, si un tel processus

Y k existe, il doit vérifier l’équation différentielle stochastique rétrograde suivante :

Y kt (θk, `k) = Hk
T (θk, `k) +

1

p
lnαkT (θk, `k)

+

∫ T

t

fk(s, Y ks , Z
k
s ,θk, `k) ds−

∫ T

t

Zks · dWs, t ∈ [θk, T ],

(2.34)

4. On suppose ici l’existence d’un tel processus. C’est une conséquence de l’hypothèse de non-

arbitrage sur S.
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le générateur fk ∈ PF(Rm+1×∆k ×Ek) étant défini comme (λk est un élément dans

PF(∆k × Ek,Rm) tel que σkλk = bk)

fk(t, y, z,θk, `k) = inf
π∈Ak(θk,`k)

{
p

2
|z − σkt (θk, `k)′π|2 − bkt (θk, `k)′π

+
1

p
U(y)

∫
E

U
(
π · γkt (θk, `k, `)− Y k+1

t (θk, t, `k, `)
)
ηk+1(`k,d`)

}
= −λkt (θk, `k) · z − 1

2p
|λkt (θk, `k)|2 + inf

π∈Ak(θk,`k)

{
p

2

∣∣∣z +
1

p
λkt (θk, `k)− σkt (θk, `k)′π

∣∣∣2
+

1

p
U(y)

∫
E

U
(
π · γkt (θk, `k, `)− Y k+1

t (θk, t, `k, `)
)
ηk+1(`k,d`)

}
.

(2.35)

L’existence et l’unicité des solutions des équations différentielles stochastiques

rétrogrades (2.32) et (2.34) sont délicates car les générateurs fk ne satisfont pas à

la condition lipschitzienne ou celle de croissance quadratique en général. Pour sur-

monter cette difficulté, on choisit soigneusement une famille d’espaces fonctionnels et

considère la résolubilité des équations rétrogrades dans ces espaces fonctionnels. Pour

tout t ∈ [0, T ] on désigne par S∞c ([t, T ]) l’espace des processus continus F-adaptés

m-dimensionnels sur [t, T ] qui sont essentiellement bornés. L’espace S∞c ([t, T ]) est

naturellement muni d’une semi-norme telle que

‖Y ‖S∞c ([t,T ]) := ess sup
(s,ω)∈[t,T ]×Ω

|Ys(ω)|.

En outre, on désigne par L2
W ([t, T ]) l’ensemble des processus F-prévisibles m-

dimensionnels tels que

E
[ ∫ T

t

|Zs|2 ds

]
< +∞.

Pour tout k ∈ {0, . . . , n}, on désigne par S∞c (∆k × Ek) l’ensemble des éléments

Y k ∈ OF(∆k × Ek) tels que

‖Y k‖S∞c (∆k,Ek) := sup
(θk,`k)∈∆k(T )×Ek

ess sup
(t,ω)∈[θk,T ]×Ω

|Y kt (ω,θk, `k)| < +∞.

On désigne par L2
W (∆k × Ek) l’espace des processus Zk dans PF(∆k × Ek,Rm) tels

que, pour tout (θk, `k) ∈ ∆k(T )× Ek, on ait

E
[ ∫ T

θk

|Zkt (θk, `k)|2 dt

]
< +∞.

Théorème 2.2.1. — On suppose qu’il existe une constante C telle que, pour tout

k ∈ {0, . . . , n}, tout (θk, `k) ∈ ∆k(T )× Ek et tout t ∈ [θk, T ], on ait

|λkt (θk, `k)| ≤ C p.s.,(2.36)

|Hk
T (θk, `k)|+ | lnαkT (θk, `k)| ≤ C p.s.,(2.37)
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alors il existe une unique solution

(Y k, Zk)nk=0 ∈
n∏
k=0

S∞c (∆k × Ek)× L2
W (∆k × Ek)

du système d’équations différentielles stochastiques rétrogrades (2.32) et (2.34). En

outre, pour toute stratégie π ∈ A on a V kt (x,θk, `k, π
k) = U(Xπ,k

t −Y kt (θk, `k)) quels

que soient k ∈ {0, . . . , n}, x ∈ Rd et (θk, `k) ∈ ∆k × Ek. Les bornes supérieures

essentielles qui définissent (V k)nk=0 sont atteintes en toute stratégie π̂ = (π̂k)nk=0 qui

réalise ponctuellement les bornes inférieures figurant dans (2.33) et (2.35).

La démonstration de l’existence de la solution (Y k, Zk)nk=0 repose sur un argument

de troncature de la fonction d’utilité U par

UN (y) = U(max(−N), y),

où N ∈ N. Pour cette fonction tronquée, on peut appliquer les résultats dans [65] pour

obtenir l’existence d’une solution au système tronqué d’équations différentielles sto-

chastiques d’une façon récursive (rétrogradement par rapport à k ∈ {0, . . . , n}). On

conclut par passage à la limite lorsque N → +∞. Une fois l’existence est établie,

l’unicité de la solution provient du lien entre la solution du système d’équations

différentielles stochastiques rétrogrades (2.32) et (2.34) et les fonctions de valeur

(V k)nk=0 des problèmes d’optimisation, en s’appuyant sur le fait que le processus

(2.38)

∫ t

θk

Zks (θk, `k) · dWs, t ∈ [θk, T ]

est une BMO-martingale quels que soient k ∈ {0, . . . , n} et (θk, `k) ∈ ∆k(T )× Ek.



CHAPITRE 3

RISQUE D’INFORMATION ASYMÉTRIQUE

Dans la pratique du marché financier, il est bien connu que l’asymétrie de l’accessi-

bilité aux informations du marché a une grande influence au choix de la stratégie d’in-

vestissement et à l’évaluation des produits dérivés. L’étude des informations d’initié

devient ainsi un sujet important des mathématiques financières. Des recherches dans

cette direction sont menées dans les travaux comme [44, 22, 47, 39], basées sur

la théorie de grossissement initial de filtrations (cf. [53, 52, 2]). Par exemple, dans

Amendinger et al. [3], l’objective est de déterminer analytiquement le “coût” de l’in-

formation supplémentaire qu’un investisseur est prêt de payer en utilisant la méthode

de pricing d’indifférence.

Le rôle des informations asymétriques dans un marché financier à risque de crédit

est étudié dans différents articles comme [24, 18, 40, 17, 20, 45, 36]. Ces travaux

se concentrent souvent en l’impact des informations partielles ou incomplètes sur

l’évaluation et la couverture des produits financiers.

Dans une série de travaux en collaboration avec Hillairet [48, 49, 50], on étudie

le risque d’information asymétrique dans la modélisation des risques de défaut et

de contrepartie. Le temps de défaut τ est modélisé comme le premier temps qu’un

processus stochastique atteint une barrière aléatoire L. On considère un initié qui

possède l’information privée sur L par rapport à un investisseur standard au marché

et on s’intéresse à l’impact de cette information supplémentaire sur la gestion du

risque de défaut.

Dans la suite, on présente d’abord notre cadre de modélisation. Ensuite, on compare

les probabilités de défaut estimées par les deux types d’investisseurs ayant différents

niveaux d’information, ainsi que les prix des produits dérivés de crédit correspondants.

Enfin, dans un contexte de risque de contrepartie, on cherche des stratégies optimales

d’investissement pour un initié qui connâıt l’information privée sur le défaut d’une

contrepartie où le défaut peut induire une perte brutale au portefeuille d’investisse-

ment.
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3.1. Défaut et informations

On fixe un espace de probabilité complet (Ω,G,P) muni d’une filtration F =

(Ft)t≥0, supposée d’être engendrée par un mouvement brownien (Wt)t≥0. Soient X

un processus aléatoire F-adapté et X∗ le processus d’infimum de X, c’est-à-dire que

X∗t := inf0≤s≤tXt quel que soit t ≥ 0. Le temps de défaut τ est défini comme

(3.1) τ := inf{t ≥ 0 : X∗t ≤ L},

où L est une variable aléatoire positive. C’est une modélisation très générale. En

particulier, si la variable aléatoire L est indépendante de F et si elle suit la loi

uni-exponentielle, alors (3.1) devient le modèle de Cox [68]. Ce modèle est large-

ment utilisé dans la pratique. Dans notre approche, la barrière aléatoire L n’est pas

nécessairement indépendante de F. En effet, la densité conditionnelle de L par rapport

à F joue un rôle important.

3.1.1. Structures d’information. — Les investisseurs ont de différentes niveaux

d’observation sur F et L respectivement. On précise au-dessous les structures d’infor-

mation pour les différents investisseurs au marché.

(1) L’information complète des initiés. On suppose qu’un initié (par exemple, un

gestionnaire de l’entreprise) possède des informations complètes sur F et L. La

filtration correspondant GM = (GMt )t≥0 est alors le grossissement initial de F par

la variable aléatoire L. Autrement dit, on a GMt := Ft ∨ σ(L) pour tout t ≥ 0.

(2) L’information standard des investisseurs. L’information des investisseurs nor-

maux est modélisée par le grossissement progressif de la filtration F par l’in-

formation de τ , comme proposé par Bielecki et Rutkowski [10]. Autrement dit,

la filtration des investisseurs G = (Gt)t≥0 est (Ft ∨ σ(τ ∨ t))t≥0 rendue usuelle.

(3) L’information décalée des investisseurs. On suppose que les investisseurs possède

une connaissance décalée de F et l’information sur l’événement de défaut. Plus

précisément, la filtration décalée des investisseurs GD = (GDt )t≥0 est le grossisse-

ment progressif de la filtration décalée FD = (FDt )t≥0 par l’information de τ , où

la tribu FDt est de la forme Ft−δ(t), δ étant une fonction telle que 0 ≤ δ(t) ≤ t et

que t 7→ t− δ(t) soit croissante.

(4) L’information bruitée des initiés. On considères des initiés qui possède une ob-

servation perturbée sur la barrière L. Plus précisément, la filtration des initiés

GI = (GIt )t≥0 est

Ft ∨ σ(Ls, s ≤ t) ∨ σ(τ ∧ t), t ≥ 0

rendue habituelle, où Lt est de la forme f(L, εt), le processus ε étant un bruit qui

est indépendant de L.
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D’après la définition des structures d’information présentées plus haut, on a la

relation GD ⊂ G ⊂ GM et G ⊂ GI . Cependant, les filtrations GI et GM ne sont pas

comparables car le bruit ε n’est pas observable par le gestionnaire.

Pour étudier les informations des initiés, on adopte l’hypothèse de Jacod [52] dans

la théorie de grossissement initial de filtrations. On suppose que, pour tout t ≥ 0, la

loi de L conditionnellement à Ft est équivalente à la loi de L. On désigne par p(·) la

version càdlàg et mesurable de la densité conditionnelle :

(3.2) pt(x) =
P(L ∈ dx | Ft)
P(L ∈ dx)

.

Pour tout x ∈ R+, le processus p(x) est une (F,P)-martingale, donc peut s’écrire sous

la forme

(3.3) pt(x) = p0(x) +

∫ t

0

βs(x) dWs, t ≥ 0,

où β(x) est un processus F-prévisible. En outre, la condition

(3.4) P(L ∈ dx | Ft) ∼ P(L ∈ dx)

entrâıne que, pour tout t ≥ 0, on a pt(L) > 0 presque sûrement. On suppose que,

pour tout x, les trajectoires du processus ρ(x) := β(x)/p(x) sont P-p.s. localement

intégrables.

3.1.2. Probabilité de défaut. — Les investisseurs ayant différentes structures

d’information peuvent avoir des estimées des probabilités de défaut ou de survie assez

diversifiées. Soit T > 0 la maturité. On cherche à calculer la probabilité conditionnelle

de l’événement de défaut {τ ≤ θ} (ou de survie {τ > θ}) par rapport à l’information

correspondante Ht à une date précédente t ≤ θ ≤ T .

1) Si Ht = GMt est la tribu des informations complètes à l’instant t, alors sous l’hy-

pothèse (3.2), on a

(3.5) P(τ > θ|GMt ) =
1

pt(L)
EP[pθ(l)1l{X∗θ>l}|Ft]l=L

2) Si Ht = Gt représente les informations progressives d’un investisseur standard,

alors

P(τ > θ|Gt) = 1l{τ>t}
EP[PLθ (X∗θ )|Ft]

PLt (X∗t )

où PLt (dx) est une version régulière de la loi conditionnelle de L par rapport à Ft.

3) Si Ht = GDt représente les informations décalées, alors

(3.6) P(τ > θ|GDt ) = 1l{τ>t}
EP[PLθ (X∗θ )|FDt ]

E[PLt (X∗t )|FDt ]
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4) Si Ht = GIt est la tribu des informations bruitées où Lt = L + εt, εt = ZT−t, Z

étant un processus continu d’accroissement indépendant dont la densité marginale

est qt, alors

(3.7) P(τ > θ|GIt ) = 1l{τ>t}

∫
R

1
pt(l)

EP[pθ(l)1l{X∗θ>l}|Ft]qT−t(Lt − l)P
L
t (dl)∫

R 1l{X∗t >l} qT−t(Lt − l)P
L
t (dl)

3.2. Évaluation avec l’information asymétrique

Suivant Bielecki et Rutkowski [10], on décrit un produit dérivé à maturité T sen-

sible au risque de crédit par un triplet (C,G,Z), où C est une variable aléatoire

FT -mesurable représentant le paiement à la maturité si l’événement de défaut ne

s’est pas produit, G est un processus F-adapté, de variation finie et tel que G0 = 0,

représentant les paiements de dividents, et Z est un processus F-prévisible dont la va-

leur en τ représente le taux de recouvrement. La valeur du produit à l’instant t < τ∧T
est

(3.8) V Q,H
t = BtEQ

[
CB−1

T 1l{τ>T} +

∫ T

t

1l{τ>u}B
−1
u dGu + Zτ1l{τ≤T}B

−1
τ

∣∣∣∣Ht],
où Q est une mesure de probabilité équivalente à P sous laquelle le produit est évalué,

B est un processus F-adapté représentant le facteur d’actualisation, et H = (Ht)t≥0 est

une filtration contenant F qui représente le flux d’informations observées par l’agent.

L’étude de l’information du gestionnaire repose largement sur la théorie de gros-

sissement initial de filtrations. D’après Jacod [52, théorème 1.1], toute F-martingale

est une GM -semi-martingale. En outre, le processus

(3.9) WM :=

(
Wt −

∫ t

0

ρs(L) ds, t ≥ 0

)
est un (GM ,P)-mouvement brownien, où ρ(·) := β(·)/p(·). Cela provient de l’équation

différentielle stochastique

dpt(L) = pt(L)ρt(L)dWt

vérifiée par le processus p(L) (cf. (3.3)). Grorud et Pontier [44, Lemma 3.4] ont montré

que la condition (3.3) est satisfaite si et seulement s’il existe une mesure de probabilité

équivalente à P telle que les tribus F∞ :=
∨
t≥0 Ft et σ(L) soient indépendantes. Parmi

les mesures de probabilité équivalentes ayant cette propriété il existe une unique qui

cöıncide avec P sur F∞, que l’on notera PL. Les densités de Radon-Nikodym dPL/dP
sur GMt (t ≥ 0) forment une (GM ,P)-martingale qui s’identifie à l’exponentielle de

Doléans-Dade

(3.10) YM := E
(
−
∫ t

0

ρs(L) dWM
s , t ≥ 0

)
.

On peut vérifier que YM et p(L)−1 se cöıncident. On s’intéresse au calcul du processus

de valeurs VM = V P,GM (suivant la notation de (3.8)).
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Proposition 3.2.1. — Le processus de valeurs VM sous la probabilité P du produit

financier (C,G,Z) par rapport à la filtration du gestionnaire GM est

(3.11) VMt = 1l{τ>t}
V F
t (L)

pt(L)
, t ≥ 0,

où V F
t (x) = V P,F

t (x) est défini comme

(3.12) BtEP

[
CB−1

T FT (x) +

∫ T

t

Fs(x)B−1
s dGs −

∫ T

t

ZsB
−1
s dFs(x)

∣∣∣∣Ft],
et Ft(x) := pt(x)1l{X∗t >x}.

Le point clé de la démonstration est d’effectuer un changement de probabilités à

PL sous laquelle la variable aléatoire L est indépendante de F∞ pour simplifier le

calcul, puis faire un changement de probabilités au sens inverse.

3.2.1. Évaluation avec l’information des investisseurs. — L’évaluation des

produits financiers sensibles au risque de crédit avec l’information des investisseurs

est bien connue dans la littérature (cf. [10, 9]). Elle repose sur la théorie des grossis-

sements progressifs de filtrations (cf. [57, 58, 34]). On désigne par S le processus de

survie (ou de façon équivalente, la surmartingale d’Azéma) de τ , défini comme

St := P(τ > t | Ft) = P(X∗t > L | Ft).

Proposition 3.2.2. — Le processus de valeurs V du produit financier (C,G,Z) sous

la probabilité P par rapport à la filtration des investisseurs G est

(3.13) 1l{τ>t}
Bt
St

EP

[
B−1
T STC +

∫ T

t

B−1
u Su dGu −

∫ T

t

B−1
u Zu dSu

∣∣∣∣Ft], t ≥ 0.

L’évaluation du produit avec l’information décalée est très similaire. La seule dif-

ficulté supplémentaire est que les processus S et B ne sont pas FD-adaptés.

Proposition 3.2.3. — Le processus de valeurs V D du produit financier (C,G,Z)

sous la probabilité P par rapport à la filtration décalée des investisseurs GD est

(3.14)
1l{τ>t}

E[St | FDt ]
EP

[
Bt
BT

STC +

∫ T

t

Bt
Bu

Su dGu −
∫ T

t

Bt
Bu

Zu dSu

∣∣∣∣FDt ].
3.2.2. Évaluation avec l’information des initiés. — Comparée aux résultats

présentés dans les deux sous-paragraphes précédents, l’évaluation des produits finan-

ciers sensibles au risque de crédit avec l’information des initiés est plus délicate. La

méthode consiste à introduire une filtration auxiliaire FI = (FIt )t≥0 définie comme

Ft ∨ σ(Ls, s ≤ t), t ≥ 0

rendue habituelle, et puis considérer les grossissements successifs de filtrations F ⊂
FI ⊂ GI . Il s’avère que GI est le grossissement progressif de la filtration FI par

l’information de τ . On peut alors appliquer la proposition 3.2.2 pour obtenir que
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le processus de valeurs V I du produit financier (C,G,Z) sous la probabilité P par

rapport à la filtration GI vérifie

(3.15) V It = 1l{τ>t}
Bt
SIt

EP

[
B−1
t SITC +

∫ T

t

B−1
u SIu dGu −

∫ T

t

B−1
u Zu dSIu

∣∣∣∣FIt ],
où SIt := P(τ > t | FIt ). On se ramène donc au calcul des FIt -espérances condition-

nelles.

On suppose dans la suite que l’observation perturbée par l’initié de la barrière est

Lt = L+ εt, t ≥ 0,

où ε est un processus continu indépendant de F∞ ∨ σ(L) qui est rétrogradement

d’accroissements indépendants. Autrement dit, pour tous les nombres positifs s, t et

θ tels que 0 ≤ s ≤ t ≤ θ, l’accroissement εs − εt est indépendant de εθ. On suppose

en outre que, pour chaque t ≥ 0, la loi de εt admet une densité qt(·) par rapport à la

mesure de Lebesgue.

Un calcul direct montre que

SIt =

∫
R 1l{X∗t >`}pt(`)qt(Lt − `)µ

L(d`)∫
R pt(`)qt(x− `)µL(d`)

,

où µL est la loi de L. On en déduit le résultat suivant.

Théorème 3.2.4. — Le processus de valeurs V I du produit financier (C,G,Z) sous

la probabilité P par rapport à la filtration des initiés GI vérifie la relation

V It = 1l{τ>t}

∫
R V

F
t (`)qt(Lt − `)µL(d`)∫

R Ft(`)qt(Lt − `)µL(d`)
,

où les processus V F et F sont définis dans la proposition 3.2.1.

3.2.3. Évaluation sous probabilité risque-neutre. — Dans ce sous-paragraphe,

on suppose que P est la probabilité risque-neutre du marché ambiant décrit par la

filtration F. Le but est de déterminer les probabilités risque-neutres par rapport aux

différentes filtrations définies dans §3.1.1 et de discuter les évaluations du produit

financier correspondantes.

Rappelons qu’une mesure de probabilité Q équivalente à P est une probabilité

risque-neutre pour la filtration GM si et seulement si la restriction de Q à F∞ cöıncide

avec P et si toute (F,P)-martingale locale est une (GM ,Q)-martingale locale. Il s’avère

que la seule mesure de probabilité vérifiant cette condition est PL dont la densité par

rapport à P sur GMt est pt(L)−1 (cf. §3.2). Le processus de valeur V Q,M du produit

financier (C,G,Z) sous la probabilité Q par rapport à la filtration du gestionnaire

GM est

1l{τ>t}BtEP

[
CB−1

T FMT (x) +

∫ T

t

FMs (x)B−1
s dGs −

∫ T

t

ZsB
−1
s dFMs (x)

∣∣∣∣Ft]
x=L

,

où FMt (x) := 1l{X∗t >x}.
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Comme la filtration G est contenue dans GM , toute (F,P)-martingale locale est

nécessairement une (G,Q)-martingale locale. Par conséquent, Q est une probabilité

risque-neutre pour la filtration G. On a

SQ
t := Q(τ > t | Ft) = Q(X∗t > L | Ft) = Q(X∗t > L) = EP[1l{X∗t >L}pt(L)−1].

Le processus de valeurs V Q du produit financier (C,G,Z) sous la probabilité Q par

rapport à la filtration des investisseurs G est

(3.16) 1l{τ>t}
Bt

SQ
t

EP

[
B−1
T SQ

TC +

∫ T

t

B−1
u SQ

u dGu −
∫ T

t

B−1
u Zu dSQ

u

∣∣∣∣Ft], t ≥ 0.

De même, le processus de valeurs V Q,D du produit financier (C,G,Z) sous la proba-

bilité Q par rapport à la filtration décalée des investisseurs GD est

(3.17)
1l{τ>t}

E[SQ
t | FDt ]

EP

[
Bt
BT

SQ
TC +

∫ T

t

Bt
Bu

SQ
u dGu −

∫ T

t

Bt
Bu

Zu dSQ
u

∣∣∣∣FDt ].
Dans la suite, on discute l’évaluation du produit financier (C,G,Z) avec l’infor-

mation des initiés sous la probabilité risque-neutre. Soit G̃I = (G̃It )t≥0 la filtration

définie comme

G̃It := GIt ∨ σ(L), t ≥ 0.

Rappelons que l’observation de la barrière L par l’initié à l’instant t est supposée être

L+ εt (cf. §3.2.2), où εt est indépendant à F∞ ∨ σ(L), on obtient que la filtration G̃I

s’identifie à

GMt ∨ σ(εs, s ≤ t), t ≥ 0

rendue habituelle. On en déduit que le processus WM défini dans (3.9) est un (G̃I ,P)-

mouvement brownien. On introduit une mesure de probabilité QI sur G̃I∞ telle que

dQI

dP
= YMt p.s. sur G̃It ,

où YM est l’exponentielle de Doléans-Dade introduite dans (3.10). Par définition, la

restriction de QI à GM∞ cöıncide avec Q. Dans la suite, par abus de notation, on désigne

par Q la probabilité QI sur G̃I∞. Comme le processus ε est indépendant de GM∞ , toute

(GM ,Q)-martingale locale est nécessairement une (G̃I ,Q)-martingale locale. On en

déduit que Q est la probabilité risque-neutre pour la filtration GI .

Théorème 3.2.5. — Le processus de valeurs V Q,I du produit financier (C,G,Z)

sous la probabilité Q par rapport à la filtration des initiés GI vérifie la relation sui-

vante :

V Q,I
t = 1l{τ>t}

∫
R V

Q,FI
t (`)qt(Lt − `)µL(d`)∫

R F
M
t (`)qt(Lt − `)µL(d`)

,

où FMt (x) := 1l{X∗t >x}, et V Q,FI
t est défini comme

BtEP

[
CB−1

T F `t,T (u, `) +

∫ T

t

F It,θ(u, `)B
−1
θ dGθ −

∫ T

t

B−1
θ ZθdF

I
t,θ(u, `)

∣∣∣∣Ft]
u=Lt
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avec

F It,θ(u, `) := E
(∫ s

t

∫
R
ρIs(u+ y)µt,θ(dy)dBs

)−1

FMθ (`),

µt,θ étant la loi de probabilité de εθ − εt.

La méthode de la démonstration consiste à ramener le calcul des Q-espérances

conditionnelles par rapport à FIt à celui des P-espérances conditionnelles par rapport

à Ft. Soit ρI un processus càdlàg tel que

ρIt = EP[ρt(L) | FIt ] p.s.

quel que soit t ≥ 0, où le processus ρ(·) est défini dans §3.2. Le processus W I défini

comme

W I
t := Wt −

∫ t

0

ρIs ds

est alors un (FI ,P)-mouvement brownien. On désigne par Y I l’exponentielle de

Doléans-Dade

E
(
−
∫ t

0

ρIs dW I
s , t ≥ 0

)
.

C’est une (FI ,P)-martingale locale. Il s’avère que Y It est la dérivée de Radon-Nikodym

de Q par rapport à P sur la tribu FIt . A l’aide de ce changement de probabilités,

on peut exprimer V Q,FI
t comme une P-espérance conditionnelle par rapport à FIt .

Enfin, en utilisant le fait que le processus ε est rétrogradement à accroissements

indépendants, on obtient le résultat souhaité.

3.3. Optimisation d’investissement avec l’information asymétrique

Dans ce paragraphe, on revient au problème de l’optimisation d’investissement

avec le risque d’une contrepartie comme traité dans §2.1. Au lieu d’un investisseur

standard, on considère un initié avec l’information supplémentaire sur le défaut de

la contrepartie. On s’intéresse à analyser l’impact de l’information asymétrique dans

l’optimisation du portefeuille, plus précisément, le profit de l’initié par rapport à

l’investisseur standard.

L’initié observe sur le marché le même prix, comme un investisseur standard, de

l’actif risqué S qui est un processus G-adapté et qui subit une perte proportionnelle

γ au moment de défaut τ de la contrepartie, donc la dynamique de S est donné par

(2.2), (2.3) et (2.4). Par contre, l’initié possède l’information privée sur le défaut de la

contrepartie, plus précisement, sur la barrière de défaut L. Son ensemble de stratégie

est donc plus large par rapport au investisseur standard, notamment, la stratégie

d’investissement de l’initié est caractérisée par un processus GM -prévisible π̄ sous la

forme π̄t = 1l{t≤τ}π̄
0
t (L)+1l{t>τ}π̄

1
t (τ) qui représente la proportion de richesse investie
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sur S, où π̄0(·) et π̄1(·) sont P(F)⊗B(R+)-mesurables. La richesse du portefeuille est

ainsi un processus GM -adapté X̄ où X̄t = 1l{t<τ}X̄
0
t (L) + 1l{t≥τ}X̄

1
t (τ) qui satisfait

dX̄0
t (L) = X̄0

t (L)π̄0
t (L)(µ0

tdt+ σ0
t dWt), t ∈ [0, T ],

dX̄1
t (τ) = X̄1

t (τ)π̄1
t (τ)(µ1

t (τ)dt+ σ1
t (τ)dWt), t ∈ [[τ, T ]].

X̄1
τ (τ) = X̄0

τ−(1− π̄0
τ (L)γτ ).

On suppose π̄0
τ (L)γτ < 1 de sorte que la richesse est strictement positive.

3.3.1. Problème d’optimisation. — Notre objective est de maximiser l’espérance

d’une fonction d’utilité U évaluée en la richesse terminale du portefeuille et de chercher

la stratégie optimale ̂̄π pour l’initié qui atteint

(3.18) V̄0 = sup
π̄∈AL

E[U(X̄T )]

où AL est l’ensemble des stratégies admissibles pour π̄ = (π̄0(·), π̄1(·)), où π̄0(·) et

π̄1(·) sont des processus P(F)⊗ B(R+)-mesurable tels que

(3.19)

∀ l > 0,

(∫ τl∧T

0

|π̄0
t (l)σ0

t |2 dt+

∫ T

τl∧T
|π̄1
t (τl)σ

1
t (τl)|2 dt

)
<∞ et π̄0

τl
(l)γτl < 1, p.s.,

et τl est le F-temps d’arrêt

τl := inf{t : Λt ≥ l}.
Par la relation d’inclusion G ⊂ GM , la fonction de valeur V̄0 de l’initié est plus grande

que celle de l’investisseur : on a V̄0 ≥ V0, où V0 est définie dans (2.9). Pourtant, sur une

trajectoire, il est possibl que U(X̄T ) ≤ U(XT ). On reviendra sur cette comparaison à

la fin du paragraphe.

La décomposition canonique des processus GM -adaptés dans le grossissement initial

(cf. Jeulin [58, lemmes 3.13 et 4.4]) suggère de décomposer le problème d’optimisation

en deux parties : avant-défaut {t < τ} et après-défaut {t ≥ τ}. Plus précisément, on

écrit E[U(X̄T )] sous la forme

(3.20) E[U(X̄T )] = E[1l{T<τ}U(X̄0
T (L)) + 1l{T≥τ}U(X̄1

T (τ))].

La situation est similaire à celle dans §2.1. La différence principale est que, pour

l’initié qui connait L à l’instant initial, le temps de défaut τ n’admet pas de densité

conditionnelle par rapport à la filtration F, donc l’approche de densité n’est plus

valable. Pour surmonter cette difficulté, on adopte une approche alternative comme

dans [3]. On considère d’abord le problème conditionnellement à la tribu initiale de

l’initié :

ess sup
π̄∈AL

E[U(X̄T )|GM0 ],

où GM0 = σ(L). Sous l’hypothèse (3.2), on a

(3.21) E[U(X̄T )|GM0 ] = E
[
pT (l)

(
1l{T<τl}U(X̄0

T (l)) + 1l{T≥τl}U(X̄1
T (τl))

)]
l=L
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et par conséquent

E[U(X̄T )] =

∫
R+

E
[
pT (l)

(
1l{T<τl}U(X̄0

T (l)) + 1l{T≥τl}U(X̄1
T (τl))

)]
PL(dl)

où PL désigne la loi de probabilité de L. Il suffit alors de maximiser ponctuellement

(pour chaque l) l’espérance

E
[
pT (l)

(
1l{T<τl}U(X̄0

T (l)) + 1l{T≥τl}U(X̄1
T (τl))

) ]
.

3.3.2. Contrainte sur la vente à découverte. — Pour l’initié, il est important

d’imposer certaine contrainte sur ses stratégies d’investissement, notamment, sur la

quantité de vente à découverte de l’actif risqué S car en profitant de son informa-

tion privée, l’initié peut atteindre une richesse terminale non-bornée dans L1. Plus

précisément, sous des conditions assez faibles, on obtient les résultats suivants :

Théorème 3.3.1. — On suppose les conditions suivantes :

(1) le processus Λ est strictement croissant p.s. sur [0, T ],

(2) pour tout l dans le support de la loi de L, on a P(ΛT ≥ l) > 0.

Alors on a

ess sup
π̄∈AL

E[X̄T | GM0 ] = +∞ p.s.

En outre, pour toute fonction d’utilité U telle que lim
x→+∞

U(x) = +∞, on a

ess sup
π̄∈AL

E[U(X̄T ) | GM0 ] = +∞ p.s.

Le théorème précédent nous suggère de considérer, au lieu de AL défini par (3.19),

l’ensemble de stratégies admissibles avec contrainte pour l’initié :

AδL = {(π̄0(·), π̄1(·)) ∈ AL tel que π̄0 ≥ −δ}, δ ≥ 0(3.22)

et de quantifier l’impact de la borne δ dans l’optimisation

(3.23) ess sup
π̄∈AδL

E[U(X̄T ) | GM0 ].

On introduit

Aδl = {(π̄0, π̄1(·)) ∈ Al tel que π̄0 ≥ −δ}, δ ≥ 0

et considère la fonction de valeur suivante dépendant d’un paramètre l ∈ R+ :

(3.24) V δ0 (l) := sup
π̄∈Aδl

E
[
pT (l)

(
1l{T<τl}U(X̄0

T (l)) + 1l{T≥τl}U(X̄1
T (τl))

)]
.

Par un théorème de sélection mesurable ( [7, Lemme 1]), on peut montrer que

V δ0 (L) = ess sup
π̄∈AδL

E[U(X̄T ) | GM0 ] p.s.
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3.3.3. Résolution du problème. — Dans la suite, on résout le problème (3.24) en

deux étapes, similairement à §2.1 : le problème après-défaut qui dépend de la stratégie

π̄1(·) et la richesse X̄1(·) :

(3.25) V 1
τl

(xl) = ess sup
π̄1∈A1

l

E[pT (l)U(X̄1,xl
T (τl))|Fτl ],

où A1
l est l’ensemble des stratégies prévisibles admissibles (π̄1

t (τl), t ∈ ]]τl, T ]]) tel que∫ τl∨T

τl

|π̄1
t (τl)σ

1
t (τl)|2 dt <∞ p.s.

et le problème global avant-défaut

(3.26) V δ0 (l) = sup
π̄0∈A0,δ

l

E
[
1l{T<τl}pT (l)U(X̄0

T (l)) + 1l{T≥τl}V
1
τl

(
X̄0
τl

(l)(1− π0
τl

(l)γτl)
)]

qui dépend de la stratégie π̄0(·), la richesse X̄0(·) et la solution V 1 du problème après-

défaut introduit au-dessus, où A0,δ
l est l’ensemble des stratégies (π̄0

t (l), t ∈ [[0, τl ∧T ]])

qui sont admissibles avec la contrainte sur la vente à découverte i.e., telles que presque

sûrement ∫ τl∧T

0

|π̄0
t (l)σ0

t |2 dt <∞, π̄0
t (l) ≥ −δ et 1 > π̄0

τl
(l)γτl .

Sur l’ensemble après-défaut, l’initié et l’investisseur standard ont la même informa-

tion sur le temps de défaut, donc la solution de (3.25) est similaire à celle de (2.11).

Ici la dérivée de Radon-Nikodym p(·) joue un rôle analogue à la densité de défaut. La

différence est que le F-temps d’arrêt τl intervient dans le problème d’optimisation de

l’initié. Soit

Zt(τl) = exp
(
−
∫ τl∨t

τl

µ1
u(τl)

σ1
u(τl)

dWu −
1

2

∫ τl∨t

τl

∣∣∣∣µ1
u(τl)

σ1
u(τl)

∣∣∣∣2 du
)
, t ∈ [0, T ].

On suppose que, pour tout l ≥ 0, µ1
u(τl) et σ1

u(τl) satisfont au critère de Novikov :

E

[
exp

(
1

2

∫ τl∨T

τl

∣∣∣∣µ1
s(τl)

σ1
s(τl)

∣∣∣∣2 ds

)]
< +∞.

En particulier, le processus (Zt(τl))t∈[0,T ] est une (Fτl∨t)t∈[0,T ]-martingale. Le résultat

suivant est comparable au théorème 2.1.2.

Théorème 3.3.2. — La fonction de valeur optimale de (3.25) est p.s. finie et est

donnée par la relation

(3.27) V̂ 1
τl

(xl) = E
[
pT (l)U

(
I
(
ŷτl(xl)

ZT (τl)

pT (l)

)) ∣∣∣∣Fτl]
où I := (U ′)−1, et le multiplicateur de Lagrange ŷτl(·) est la unique solution Fτl ⊗
B(R+)-mesurable de l’équation

1

Zt(τl)
E
[
ZT (τl)I

(
ŷτl(xl)

ZT (τl)

pT (l)

) ∣∣∣∣Fτl] = xl.
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La richesse optimale est donnée par la formule suivante

(3.28) ˆ̄X1,xl
t (τl) =

1

Zt(τl)
E
[
ZT (τl)I

(
ŷτl(xl)

ZT (τl)

pT (l)

) ∣∣∣∣F1
t

]
, t ∈ [[τl, T ]].

Pour la fonction d’utilité U(x) = xp

p dans la calsse CRRA, où 0 < p < 1, on a

I(x) = x
1
p−1 . Par le théorème précédent, la richesse optimale est

X̂1,xl
t (τl) =

xl
Zt(τl)

E
[
pT (l)

(
ZT (τl)
pT (l)

) p
p−1

∣∣∣Fτl∨t]
E
[
pT (l)

(
ZT (τl)
pT (l)

) p
p−1

∣∣∣Fτl] , t ∈ [[τl, T ]]

et la fonction de valeur optimale est

(3.29) V̂ 1
τl

(xl) =
xpl
p

(
E

[
pT (l)

(
ZT (τl)

pT (l)

) p
p−1

∣∣∣∣Fτl
])1−p

=:
xpl
p
Kτl

Le problème global (3.26) s’écrit comme

(3.30) V δ0 (l) = sup
π̄0∈A0,δ

l

E
[
1l{T<τl}pT (l)U(X̄0

T (l))+1l{T≥τl}KτlU
(
X̄0
τl

(l)(1− π̄0
τl

(l)γτl)
)]
,

où la variable aléatoire Fτl -mesurable Kτl ne dépend pas du processus de contrôle

π̄0 ∈ A0,δ
l . Ce problème d’optimisation pour l’initié est plus compliqué que (2.12)

pour l’investisseur standard à cause de la contrainte sur la vente à découverte. On

utilise la programmation dynamique et introduit pour toute ν ∈ A0,δ
l le processus

F0 := (Fτl∧t)0≤t≤T -adapté

Xt(ν) = ess sup
π̄0∈A0,δ

l (t,ν)

E
[
1lT<τlpT (l)U(X̄0

T (l)) + 1lt<τl≤TKτlU
(
X̄0
τl

(l)(1− π̄0
τl

(l)γτl)
)
|Fτl∧t

]
où A0,δ

l (t, ν) est l’ensemble des stratégies qui cöıncident avec ν jusqu’à la date t. On

a V δ0 (l) = X0(ν) pour toute ν ∈ A0,δ
l . On peut montrer que, pour toute stratégie

π̄0 ∈ A0,δ
l , il existe une suite de stratégies (π̄0

n ∈ A
0,δ
l )n∈N telle que π̄0

n,τl
= −δ et que

(3.31) lim
n→+∞

X0(π̄0
n) ≥ X0(π̄0).

Cela suggère que la stratégie optimale, si elle existe dans A0,δ
l , consiste à effectuer la

vente à découverte au moment de défaut τl avec la quantité maximale.

Par un résultat classique de El Karoui et Quenez [33], la stratégie optimale ̂̄π0
est

caractérisée par la condition que la F0-surmartingale

ξνt := Xt(ν) + 1lt≥τlKτlU(X̄ν,0
τl

(l)(1− ντl(l)γτl)), 0 ≤ t ≤ T,
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est une martingale. Soit

Ȳt :=
Xt(ν)

U(X̄ν,0
t (l))

= ess sup
π̄0∈A0,δ

l (s,ν)

E
[
1lT<τlpT (l)

( X̄0
T (l)

X̄ν,0
t (l)

)p
+ 1lt<τl≤TKτl

( X̄0
τl

(l)

X̄ν,0
t (l)

)p
(1− π̄0

τl
(l)γτl)|Fτl∧t

]
(3.32)

Le processus Ȳ ne dépend pas de ν ∈ A0,δ
l et est positif sur [[0, τl[[ et égal à 0 après τl.

On donne une caractérisation de Ȳ en terme d’une équation différentielle stochastique

rétrograde.

Théorème 3.3.3. — Le processus Ȳ défini dans (3.32) est la plus petite solution

dans l’espace

L+
l (F0) := {Ỹ : F0-adapté t.q. Ỹt > 0 si t ∈ [[0, τl[[ et Ỹt = 0 si t ∈ [[τl,∞[[ }.

de l’équation différentielle stochastique rétrograde

(3.33)

Ȳt = 1lT<τlpT (l) + 1lτl≤TKτl

(1 + δγτl)
p

p
+

∫ T∧τl

t

f(θ, Ȳθ, φθ) dθ −
∫ T∧τl

t

φθ dWθ,

où t ∈ [[0, T ∧ τl]], φ ∈ L2
loc(W ), et

(3.34) f(s, Ȳs, φs) := p ess sup
ν∈A0,δ

l ,s.t. ντl=−δ

[(
µ0
sȲs + σ0

sφs)νs −
1− p

2
Ȳs|νsσ0

s |2
]
.

La fonction de valeur optimale se réalise comme la limite des fonctions de valeur d’une

suite de stratégies admissibles qui réalisent asymptotiquement le supremum essentiel

dans (3.34).

La différence entre les équations différentielles stochastiques rétrogrades (2.16) et

(3.33) pour l’investisseur standard et l’initié respectivement figure dans les conditions

terminales. En effet, il y a un terme de saut en τl dans (3.33). Une approche näıve

d’optimiser (3.32) via l’équation différentielle stochastique rétrograde (3.33) est de

choisir d’abord π̄0
τl

= −δ, et puis de maximiser pour t < τl. Cependant la stratégie

1l[[0,τl[[ ˆ̄π
0 − δ1lτl ainsi obtenue n’est pas un processus prévisible et donc n’appartient

pas à A0,δ
l . Il est donc nécessaire d’introduire une suite de stratégies prévisibles qui

convergent vers la “stratégie optimale”.

Proposition 3.3.4. — Soit (τn)n∈N une famille croissante de F-temps d’arrêt qui

convergent vers τl. La stratégie (π̄0
n = 1l[[0,τn]] ˆ̄π

0 − 1l]]τn,τl]]δ) où ˆ̄π0 est le processus

optimal pour

f0(s, Ȳ 0
s , φ

0
s) = p ess sup

ν∈A0,δ
l

[
(
µ0
sȲ

0
s + σ0

sφ
0
s)νs −

1− p
2

Ȳ 0
s |νsσ0

s |2]
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est dans A0,δ
l et satisfait

lim
n→+∞

X0(π̄0
n) = V (l) = E

[
1lT<τlpT (l)U(X̄

ˆ̄π0

T (l)) + 1lT≥τlKτlU(X̄
ˆ̄π0

τl
(l)(1 + δγτl))

]
où

(3.35) X0(π̄0) = E
[
1lT<τlpT (l)U(X̄ π̄0

T (l)) + 1lT≥τlKτlU(X̄ π̄0

τl
(l)(1− π0

τl
(l)γτl))

]
.

On effectue dans [50] des simulations numériques pour comparer les stratégies

optimales de l’initié et de l’investisseur standard (cette dernière est obtenue dans

[61]) et on analyse aussi l’impact des différents paramètres. Les observations sont les

suivantes :

1) Au moment de défaut, les deux types d’investisseurs souffrent une perte brutale

dans leurs fonctions de valeur d’optimisation. Dans la plupart des cas, l’initié sur-

performe que l’investisseur standard avant et après le défaut.

2) Dans des situations extrêmement risquées où la probabilité de défaut et les pertes

correspondantes sont très élevées, l’investisseur standard peut obtenir une plus

grande fonction de valeur en effectuant des stratégies de vente à découverte de

grande quantité (que l’initié ne peut pas faire à cause de la contrainte), qui fait

ainsi un pari sur l’arrivée de défaut avant la maturité et prend le risque d’une perte

importante si le défaut a lieu après la maturité.

3) La fonction de valeur de l’initié est croissante par rapport au paramètre δ la

contrainte de la vente à découverte. Quand on fixe δ, la performance de l’initié

et de l’investisseur standard sont croissantes par rapport à la perte au défaut γ,

qui est une conséquence des stratégies de vente à découverte.



CHAPITRE 4

DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE AVEC LA

MÉTHODE DE STEIN

La loi asymptotique des sommes de variables aléatoires est un sujet central de la

théorie des probabilités. Depuis le travail fondamental de Laplace, il est standard

d’utiliser la transformée de Laplace (ou de Fourier) à démontrer le théorème central

limite. La méthode de Laplace a été raffinée par Berry et Esseen pour obtenir une

borne supérieure de la vitesse de convergence du théorème centrale limite.

Soient (Xi)
n
i=1 une famille de variables aléatoires indépendantes et W leur somme

(éventuellement normalisée). Du point de vu numérique, le théorème central limite

cherche à approximer la fonctionnelle h 7→ E[h(W )] par une fonctionnelle qui est plus

facile à calculer. Le théorème central limite sous forme classique propose d’approximer

E[h(W )] par l’espérance de h par rapport à la loi gaussienne ayant les mêmes moments

d’ordre 1 et d’ordre 2 de W . En général la vitesse de convergence (la somme W étant

normalisée par un facteur de 1/
√
n) est O(1/

√
n) lorsque les variables aléatoires ont

la même loi et admettent le moment d’ordre 3. Cependant, sous certaines conditions

sur les lois de probabilités de Xi ou sur la fonction h, on peut améliorer la qualité

d’approximation en introduisant des termes de correcteur. Par exemple, dans le cas

où les lois de probabilité des Xi sont lisses, des développements asymptotiques sont

proposés dans la littérature où les moments d’ordre supérieurs des Xi interviennent.

On renvoie les lecteurs dans l’ouvrage de Petrov [75] pour un survol panoramique

dans cette direction.

Dans une série de travaux sur les méthodes numériques dans l’évaluation de CDOs

[31, 32, 30], nous avons observé que, dans le cas où f est une fonction Call, i.e.

h(x) = (x−K)+, on peut améliorer l’approximation gaussienne ou poissonnienne de

E[h(W )] par un terme de correcteur explicite. La démonstration de ce résultat repose

sur la méthode de Stein (cf. [83, 84]), qui est basée sur l’observation qu’une variable

aléatoire X d’espérance nulle suit la loi normale N(0, σ2) si et seulement si l’égalité

E[Xf(X)] = σ2E[f ′(X)] est vérifiée pour toute fonction différentiable f telle que les

deux côtés de la formule au-dessus sont bien définis. On renvoie les lecteurs dans [19]
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pour une exposition détaillée sur la méthode de Stein et ses applications dans les

approximations gaussienne et poissonnienne.

L’avantage de la méthode de Stein est que l’on n’utilise pas explicitement la trans-

formée de Fourier de la fonction h. Cela est particulièrement commode lorsque l’on

étudie l’approximation d’ordre supérieur de E[h(W )] lorsque la fonction h est lisse.

Dans cette direction Barbour [5, 6] a proposé des formules de développement asymp-

totique pour les approximations gaussienne et poissonnienne, voir aussi [78]. L’ap-

proche de Barbour est une combinaison de la méthode de Stein et un argument de

développement par les cumulants. Il a aussi obtenu des estimées explicites pour les

termes d’erreur. Cependant, ces estimations demandent des conditions fines sur la

régularité de la fonction h ou sur l’existence des moments à un grand ordre pour

les variables aléatoires Xi. Dans le cas d’approximation gaussienne, l’estimation de

Barbour ne permet pas de retrouver l’inégalité de Berry-Esseen ou l’estimée du terme

d’erreur dans [30] pour la fonction Call.

Pour rendre la méthode de Stein plus symétrique, Goldstein et Reinert [42] ont

proposé la transformation de biais zéro pour les variables aléatoires centrées. Étant

donnée une variable aléatoire X d’espérance nulle, on dit qu’une variable aléatoire X∗

admet la loi de biais zéro de X si, pour toute fonction différentiable on a E[Xf(X)] =

σ2E[f ′(X∗)], où σ2 est la variance de X. Par la transformation de biais zéro, la

différence entre la loi de X et la loi normale N(0, σ2) peut être mesurée par la distance

entre les lois de X et de sa transformée de biais zéro X∗. Dans l’étude de la loi

de probabilité de la somme de variable aléatoire indépendantes W = X1 + · · · +
Xn, le choix de la structure de corrélation entre W et W ∗ est le point clé dans la

démonstration du théorème central limite par la méthode de Stein. En effet, si pour

tout i ∈ {1, . . . , n}, X∗i désigne une variable aléatoire indépendante des (Xj)
n
j=1 et

ayant la loi de biais zéro de Xi, alors la variable aléatoire W ∗ = W (I) + X∗I est une

transformée de biais zéro de W , où W (i) := W − Xi et I est un indice aléatoire

indépendant de {Xi, X
∗
i }ni=1, qui prend valeurs dans {1, . . . , n} équiprobablement.

Donc les lois de W et de W ∗ sont proches lorsque n est grand. Cette méthode est

similaire à l’approche de Lindeberg où on substitue progressivement les Xi par des

variables aléatoires suivant les lois gaussiennes.

Dans le travail [59], j’ai étudié le problème de développement dans les approxi-

mations gaussienne et poissonnienne en utilisant une combinaison de la méthode de

Stein et de la transformée de biais zéro. L’idée consiste à appliquer directement le

développement de Taylor à E[f(W )] et E[f(W ∗)], où f est la solution d’une équation

de Stein itérée. Dans la formule de développement asymptotique, il apparâıt les mo-

ments des Xi au lieu des cumulants. Mais le lien entre les moments et les cumulants

montre que ma formule est équivalente à celle de Barbour. L’avancement majeur est

dans l’estimation du terme d’erreur. On décrit soigneusement les espaces fonctionnels

contenant les solutions des équations de Stein itérées. Cela nous permet d’obtenir les
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estimés plus fines sur les termes d’erreur sous des conditions plus souples. La dif-

ficulté principale de cette méthode est la corrélation entre W et Xi (et celle entre

W ∗ et X∗i ). Si on applique directement l’opérateur d’espérance à la formule de Tay-

lor, ces structures de corrélation produisent des termes d’erreurs supplémentaires à

l’ordre non-négligeable. Pour surmonter cette difficulté, j’ai proposé une formule de

Taylor inversée (4.2). C’est un résultat de nature combinatoire : le terme d’erreur de

cette formule peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des termes d’erreur

de la formule de Taylor classique (cf. (4.3)). Cette formule, ainsi que son analogue

poissonnien, jouent un rôle essentiel dans mon approche à l’étude du développement

asymptotique des approximations gaussienne et poissonnienne.

4.1. Développement dans le cas gaussien

Dans ce paragraphe, on présente la formule de développement dans le cas gaussien.

4.1.1. Espaces de fonctions. — On introduit une famille d’espaces de fonctions

sur lesquels on discute le développement de l’approximation gaussienne. Ces espaces

de fonctions sont liés à l’équation de Stein. Plus précisément, on montre dans la

proposition 4.1.2 que, si h appartient à l’un des espaces de fonctions, alors il en est

de même de la solution fh de l’équation de Stein (4.8).

Si g est une fonction localement de variation finie, elle peut être décomposée de

façon unique en la somme d’une fonction de saut pure gd et une fonction continue gc
qui est localement de variation finie et nulle à l’origine. Les fonctions gc et gd sont

appelées respectivement la partie continue et la partie de saut pure de g.

Soient α ∈ ]0, 1] et p ≥ 0. Suivant Barbour [5], on définit pour toute fonction f sur

R la valeur suivante dans [0,+∞]

‖f‖α,p := sup
x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α(1 + |x|p + |y|p)

.

L’ensemble des fonction f telle que ‖f‖α,p < +∞ forme un espace vectoriel sur R. Il

s’avère que ‖·‖α,p est une semi-norme sur cet espace vectoriel. En outre, ‖f‖α,p < +∞
entrâıne que f est localement α-lipschitzienne et qu’elle ne crôıt pas plus vite que

|x|α+p à l’infini.

Définition 4.1.1. — Soient N un entier positif, α ∈ ]0, 1] et p ≥ 0. On désigne par

HNα,p l’espace vectoriel des fonctions boréliennes h sur R qui vérifient les conditions

suivantes :

(a) h est N fois dérivable et h(N) est une fonction localement de variation fini et qui

n’admet qu’un nombre fini de sauts,

(b) la partie continue de h(N) satisfait à la relation ‖h(N)
c ‖α,p < +∞.

Les espaces HNα,p ont les propriétés suivantes :
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(1) Lorsque N ≥ 1, une fonction h est dans HNα,p si et seulement si h′ ∈ HN−1
α,p .

(2) Si p ≤ q, alors HNα,p ⊂ HNα,q.
(3) Si α ≤ β, alors Hβ,p ⊂ HNα,p+β−α.

(4) Si N ≥ 1, alors HNα,p ⊂ HN−1
1,α+p ⊂ H

N−1
α,p+1.

(5) Si h ∈ HNα,p et si P est un polynôme de degré d, on a Ph ∈ Hα,p+d.
La proposition suivante est cruciale dans l’étude de l’équation de Stein :

Proposition 4.1.2. — Soient N un entier positif, α ∈ ]0, 1], p ≥ 0 et σ > 0. Si

h ∈ HNα,p, alors l’équation de Stein

xf(x)− σ2f ′(x) = h(x)− Φσ(h)

a une solution. De plus, la solution fh de cette équation de la forme

(4.1) fh(x) =
1

σ2φσ(x)

∫ ∞
x

(h(t)− Φσ(h))φσ(t) dt

appartient à HN+1
α,p , où φσ(·) désigne la fonction de densité de la loi normale N(0, σ2)

et Φσ(·) désigne l’opérateur d’espérance par rapport à la loi de N(0, σ2).

4.1.2. Formule de développement. — Soient N un entier positif, X et Y deux

variables aléatoires indépendants et f une fonction sur R qui est N fois dérivable. On

suppose que E[|Y |N ] < +∞ et que les variables aléatoires f (k)(X) et f (k)(X+Y ) sont

intégrables (k ∈ {0, . . . , N}). Pour tout k, on désigne par m
(k)
Y le moment d’ordre k

de Y , normalisé comme

m
(k)
Y :=

E[Y k]

k!
,

où k ∈ {0, . . . , N}. On désigne par δN (f,X, Y ) le terme d’erreur du développement

de Taylor d’ordre N de l’espérance E[f(X + Y )] en X. Autrement dit,

δN (f,X, Y ) := E[f(X + Y )]−
N∑
k=0

m
(k)
Y E[f (k)(X)].

La valeur δN (f,X, Y ) peut s’écrire sous forme intégrale comme

δN (f,X, Y ) =
1

(N − 1)!

∫ 1

0

(1− t)N−1E
[(
f (N)(X + tY )− f (N)(X)

)
Y N
]

dt

pourvu que le terme à droite est bien défini.

Dans le problème de développement de l’approximation gaussienne, on considère

une espérance de la forme E[h(W )], où W = X1 + · · · + Xn est une somme de

variables aléatoires indépendantes. Si on applique le développement de Taylor à

h(W ) = h(W (i) + Xi), il apparâıt dans la formule de développement des espérances

conditionnelles de la forme E[h(k)(W (i))] que l’on ne peut pas appliquer directement

la méthode de récurrence pour approximer (à un ordre adéquat). Pour surmonter

cette difficulté, j’ai proposé une formule de Taylor inversée comme la suite.
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On veut développer E[f(X)] comme une somme de Taylor dont les coefficients

sont des espérances de la forme E[f (k)(X + Y )]. Cependant, cela ne peut pas se

faire näıvement en prenant le développement de Taylor de E[f(X)] en X + Y car

les variables aléatoires X + Y et Y ne sont pas indépendantes. On désigne par N∗
l’ensemble des entiers strictement positifs. Si d ≥ 1 est un entier et si J = (j`)

d
`=1 est

un élément dans Nd∗, l’expression |J| désigne la somme des coordonnées j1 + · · ·+ jd
et m

(J)
Y désigne m

(j1)
Y · · ·m(jd)

Y . Par convention, N0
∗ := {∅} est l’ensemble du vecteur

vide, |∅| = 0 et m
(∅)
Y = 1.

Théorème 4.1.3 (Formule de Taylor inversée). — On a

(4.2) E[f(X)] =
∑
d≥0

(−1)d
∑
J∈Nd∗
|J|≤N

m
(J)
Y E[f (|J|)(X + Y )] + εN (f,X, Y ),

où

(4.3) εN (f,X, Y ) = −
∑
d≥0

(−1)d
∑
J∈Nd∗
|J|≤N

m
(J)
Y δN−|J|(f

|J|, X, Y ).

4.1.3. Estimation fondamentale. — Ce sous-paragraphe est consacré à majorer

les termes d’erreur dans les formules de Taylor présentées dans le sous-paragraphe

précédent.

Proposition 4.1.4. — Soient N ≥ 0 un entier, α ∈ ]0, 1] et p ≥ 0. Soit X une

variable aléatoire ayant le moment d’ordre N + α + p et qui satisfait à l’inégalité de

concentration suivante :

∀ a, b ∈ R, a ≤ b, P(a ≤ X ≤ b) ≤ c(b− a)α + r,

où c et r sont deux constantes positives. Soit en outre Y une variable aléatoire

indépendante de X et qui admet le moment d’ordre N + α + p. Pour toute fonction

g ∈ Hα,p et tout k ∈ {0, . . . , N}, on a

|δN−k(g(k), X, Y )| ≤V (g
(N)
d )

(
cm

(N−k+α)
|Y | + rm

(N−k)
|Y |

+ ‖g(N)
c ‖α,p

(
uα,p,Xm

(N−k+α)
|Y | + vα,pm

(N−k+α+p)
|Y |

)
,

(4.4)

où V (g
(N)
d ) est la variation totale de g

(N)
d ,

uα,p,X :=
(
1 + (1 + 2p)E[|X|p]Γ(α+ 1)

)
et vα,p := 2pΓ(α+ p+ 1).

On en déduit une majoration de |εN−k(g(k), X, Y )| comme la suite

|εN−k(g(k), X, Y )| ≤
∑
d≥0

∑
J∈Nd∗
|J|≤N−k

m
(J)
|Y |

[
V (g

(N)
d )

(
cm

(N−k−|J|+α)
|Y | + rm

(N−k−|J|)
|Y |

)

+ ‖g(N)
c ‖α,p

(
uα,p,Xm

(N−k−|J|+α)
|Y | + vα,pm

(N−k−|J|+α+p)
|Y |

)]
.

(4.5)
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On peut appliquer la proposition aux sommes de variables indépendantes. Soient

X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes qui suivent la même loi que X/
√
n,

où X est une variable aléatoires d’espérance nulle et qui admet le moment d’ordre

N + α+ p+ 2. Pour tout g ∈ HNα,p et tout k ∈ {0, . . . , N}, on a

δN−k(g(k),W (i), X∗i ) = O
(( 1

n

)(N−k+α)/2)
,(4.6)

εN−k(g(k),W (i), Xi) = O
(( 1

n

)(N−k+α)/2)
,(4.7)

où les constantes implicites dépendent de V (g
(N)
d ), ‖g(N)

c ‖α,p et les moments de X

d’ordre au plus N − k + α+ p+ 2.

4.1.4. Transformation de biais zéro. — Soit X une variable aléatoire

d’espérance nulle et de variance finie σ2 > 0. On définit la loi de biais zéro de

X l’unique mesure de probabilité borélienne µ∗X sur R telle que, pour toute fonction

différentiable f dont la dérivée f ′ est une fonction bornée, on a

E[Xf(X)] =

∫
R
f ′(x)µ∗X(dx).

On appelle l’équation de Stein toute équation différentielle ordinaire de la forme

(4.8) xf(x)− σ2f ′(x) = h(x)− Φσ(h),

où h est une fonction localement de variation finie et de croissance polynomiale à

l’infini qui n’admet qu’un nombre fini de sauts, et Φσ(h) est l’espérance de h par

rapport à la loi normale N(0, σ2). Si fh est une solution de l’équation de Stein et si

X∗ est une variable aléatoire qui suit la loi de biais zéro µ∗X , alors on a

E[h(X)]− Φσ(h) = σ2
(
E[f ′h(X)]− E[f ′h(X∗)]

)
,

pourvu que les espérances figurant dans la formule sont bien définies. Cela montre

que la différence entre la loi de X et la loi normale N(0, σ2) peut être mesurée par la

distance entre la loi de X et sa loi de biais zéro.

On considère une famille de variables aléatoires indépendantes Xi (i = 1, . . . , n).

On suppose que chaque variable aléatoire Xi est d’espérance nulle et de variance finie

σ2
i > 0. Soient W = X1 + · · · + Xn et σ2

W = Var(W ) = σ2
1 + · · · + σ2

n. Pour tout

i ∈ {1, . . . , n}, soit X∗i une variable aléatoire qui suit la loi de biais zéro de Xi et qui

est indépendante de W (i) = W −Xi.

Théorème 4.1.5. — Soient N un entier positif, α ∈ ]0, 1] et p ≥ 0. On suppose que

X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires indépendantes ayant des moments d’ordre

N + max(α+ p, 2). Pour toute fonction h ∈ HNα,p, l’espérance conditionnelle E[h(W )]

peut s’écrire comme la somme de deux termes CN (h) et eN (h) qui sont définis de
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façon récursive comme C0(h) = ΦσW (h), e0(h) = E[h(W )]− ΦσW (h) et

CN (h) = C0(h) +

n∑
i=1

σ2
i

∑
d≥1

(−1)d−1
∑
J∈Nd∗
|J|≤N

m
(J◦)
Xi

(m
(J†)
X∗i
−mJ†

Xi)CN−|J|(f
(|J|+1)
h ),(4.9)

eN (h) =

n∑
i=1

σ2
i

[∑
d≥1

(−1)d−1
∑
J∈Nd∗
|J|≤N

m
(J◦)
Xi

(m
(J†)
X∗i
−m(J†)

Xi
)eN−|J|(f

(|J|+1)
h )

+

N∑
k=0

εN−k(f
(k+1)
h ,W (i), Xi)m

(k)
X∗i

+ δN (f ′h,W
(i), X∗i )

]
,

(4.10)

où pour tout J ∈ Nd∗, l’expression J† désigne la dernière coordonnée de J, et J◦ désigne

le vecteur dans Nd−1
∗ consistant des d− 1 premiers coordonnées de J.

Les moments de X∗i peuvent s’exprimer comme des fonctions des moments des Xi.

En effet, pour tout k ∈ N tel que E[(X∗i )k] soit bien défini, on a

E[(X∗i )k] =
E[Xk+2

i ]

σ2
i (k + 1)

.

En d’autres termes, on a m
(k)
X∗i

= σ−2
i (k + 2)m

(k+2)
Xi

.

Pour tout i ∈ {1, . . . , n} et tout entier positif r, soit κ
(r)
i le cumulant d’ordre r de

Xi. On a la relation suivante.

(4.11)
κ

(r)
i

(r − 1)!
= rm

(r)
Xi
−
r−1∑
j=1

m
(j)
Xi

κ
(r−j)
i

(r − j − 1)!
.

On peut vérifier que

κ
(r)
i = (r − 1)!

∑
K∈

⋃
d≥1 Nd∗

|K|=r

(−1)`(K)−1K†m
(K)
Xi

,

où `(K) est la longueur du vecteur K, qui est égale à d si K ∈ Nd∗. On vérifie alors

que

(4.12) CN (h) = C0(h) +

N∑
r=1

CN−r(f
(r+1)
h )

κ(r+2)(W )

(r + 1)!
,

où κ(r)(W ) désigne le cumulant d’ordre r de W . Ainsi on retrouve la formule de

développement de Barbour [5, (8)].

4.1.5. Majoration du terme d’erreur. — Les estimées des termes d’erreur des

formules de Taylor obtenues dans §4.1.3 conduisent naturellement aux estimations

suivantes.
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Proposition 4.1.6. — Soient N ≥ 0 un entier, α ∈ ]0, 1], p ≥ 0 et h ∈ HNα,p.

Supposons que X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent la

même loi que X/
√
n, où X est une variable aléatoire dont l’espérance est nulle et qui

admet le moment d’ordre N + 2 + α+ p. Alors on a

(4.13) eN (h) = O
(( 1√

n

)N+α)
,

où la constante implicite dépend des moments d’ordre ≤ N + α+ p+ 2 de X.

On peut comparer ce résultat au théorème principal de Barbour (cf. [5, page 294]).

Ici on demande moins de régularité sur la fonction h. Par exemple, dans le cas où

la fonction h est de la forme h(x) = 1l{x≤k}, on a h ∈ H0
α,0 pour tout α ∈ ]0, 1].

Par conséquent, si X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent

la même loi ayant un moment d’ordre 2 + α, alors on a e0(h) = O((1/
√
n)α) où la

constate implicite dépend des moments d’ordre ≤ 2 +α des Xi. Cela nous permet de

retrouver l’estimée dans [75, théorème V.3.6].

4.2. Le cas poissonnien

Soit Z une variable aléatoire à valeurs dans N. La variable aléatoire Z suit la loi

de Poisson de paramètre λ si et seulement si l’inégalité E[Zf(Z)] = λE[f(Z + 1)] est

vérifiée pour toute fonction f : N → R telle que les deux côtés de la formule soient

bien définis. L’analogue de l’équation de Stein dans le cas poissonnien est

(4.14) xf(x)− λf(x+ 1) = h(x)− Pλ(h),

où Pλ(h) désigne l’espérance de h par rapport à la loi poissonnienne de paramètre λ.

Si X est une variable aléatoire à valeur dans N dont l’espérance est λ, alors on a

E[h(X)]− Pλ(h) = E[Xfh(X)]− E[fh(X + 1)],

où fh est une solution de l’équation (4.14) qui se calcule de façon explicite comme

(4.15) fh(x) =
(x− 1)!

λx

∑
i≥x

λi

i!

(
h(i)− Pλ(h)

)
,

où la valeur de fh(0) peut être choisie arbitrairement.

Pour toute variable aléatoire X à valeurs dans N et tout k ∈ N tel que E[|X|k] <

+∞, on note

m
(k)
X := E

[(X
k

)]
.

On désigne par µ∗X la mesure de probabilité sur N telle que

µ∗X(x) = (x+ 1)P(X = x+ 1)/λ,
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appelée la loi de biais zéro de X (cf. Goldstein et Reinert [43]). D’après l’équation de

Stein, si X∗ est une variable aléatoire qui suit la loi µ∗X , alors on a

(4.16) E[h(X)]− Pλ(h) = λE[fh(X∗ + 1)− fh(X + 1)]

D’après la définition de la loi de biais zéro, si X∗ suit la loi de biais zéro de X, alors

on a

λm
(k)
X∗ = (k + 1)m

(k+1)
X .

Dans le cas discret, l’analogue de la formule de Taylor est le développement de New-

ton :

f(x+ y) =

N∑
j=0

(
y

j

)
∆jf(x) +

∑
0≤j1<...<jN+1<y

∆N+1f(x+ j1),

où ∆f(x) = f(x+ 1)− f(x). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes

à valeurs dans N et f : N → R telle que ∆kf(X) et ∆kf(X + Y ) soient intégrables

pour tout k ∈ {0, . . . , N}. On a

E[f(X + Y )] =

N∑
k=0

m
(k)
Y E[∆kf(X)] + δN (f,X, Y ),

où

(4.17) δN (f,X, Y ) = E
[ ∑

0≤j1<...<jN+1<Y

∆N+1f(X + j1)

]
.

Pour tout p ∈ R, soit Hp l’espace des fonctions h : N→ R telles que h(x) = O(xp)

lorsque x → ∞. On peut vérifier que, si h ∈ Hp, alors ∆h ∈ Hp, l’équation (4.14)

admet une solution fh qui est dans Hp−1.

Soient N ≥ 0 un entier et p ≥ 0. Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires

indépendantes qui admettent des moments d’ordre N + max(p, 1). Pour tout i ∈
{1, . . . , n}, soit λi l’espérance de Xi. Soient W la somme des Xi et λW = λ1 + · · ·+λn.

Pour toute fonction h ∈ Hp, on peut écrire formellement E[h(W )] comme la somme

de deux termes CN (h) et eN (h), où C0(h) = PW (h), e0(h) = E[h(W )]−C0(h), et par

récurrence

CN (h) = C0(h) +

n∑
i=1

λi
∑
d≥1

(−1)d−1
∑
J∈Nd∗
|J|≤N

m
(J◦)
Xi

(
mJ†

X∗i
−mJ†

Xi

)
CN−|J|(∆

|J|fh(x+ 1)),

eN (h) =

n∑
i=1

λi

[∑
d≥1

(−1)d−1
∑
J∈Nd∗
|J|≤N

m
(J◦)
Xi

(
m

(J†)
X∗i
−m(J†)

Xi
eN−|J|(∆

|J|fh(x+ 1))

+

N∑
k=0

m
(k)
X∗i
εN−k(∆kfh(x+ 1),W (i), Xi) + δN (fh(x+ 1),W (i), X∗i )

]
,
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où pour J ∈ Nd∗, l’expression J† désigne la dernière coordonnée de J, et J◦ désigne le

vecteur dans Nd−1
∗ formé des d− 1 premiers coordonnées de J.

On peut vérifier que

η
(r+1)
i :=

λi
r

∑
d≥1

(−1)d−1
∑
J∈Nd∗
|J|=r

mJ◦

Xi

(
mJ†

X∗i
−m(J†)

Xi

)
est le coefficient du terme tr dans le développement de Taylor de lnE

[
(1 + t)Xi

]
.

Pour estimer le terme d’erreur, on considère la norme ‖·‖N,p définie sur Hp comme

‖h‖N,p := sup
x∈N∗

|∆N+1h(x)|
xp

.

Lemme 4.2.1. — Soient N ∈ N, k ∈ {0, . . . , N} et p ≥ 0. Soient X et Y deux

variables aléatoires indépendantes. On suppose que X admet le moment d’ordre p et

que Y admet le moment d’ordre N − k + p+ 1. Alors, pour toute f ∈ Hp, on a

|δN−k(∆kf(x+ 1), X, Y )| ≤ max(2p−1, 1)‖f‖N,p
(
E[Xp]m

(N−k+1)
Y +m

(N−k+1),p
Y

)
,

où

m
(N−k+1),p
Y := E

[(
Y

N − k + 1

)
Y p
]
.

On déduit du lemme précédent que |εN−k(∆kf(x+ 1), X, Y )| est majoré par

max(2p−1, 1)‖f‖N,p
∑

d≥0,J∈Nd∗
|J|≤N−k

m
(J)
Y

(
E[Xp]m

(N−k−|J|+1)
Y +m

(N−k−|J|+1),p
Y

)
.

Enfin, par la méthode de récurrence on obtient le résultat suivant.

Théorème 4.2.2. — Soient N ∈ N, p ≥ 0 et h ∈ Hp. Soient {X1, . . . , Xn} une

famille indépendante de variables aléatoires qui suivent la même loi que X/n, où X

est une variable aléatoire à valeurs dans N qui admet le moment d’ordre N + p + 2.

Alors on a

eN (h) = O
(( 1

n

)N+1)
,

où la constante implicite dépend des moments d’ordre ≤ N + p+ 2 de X.

La formule de développement pour l’approximation poissonnienne est obtenue

d’une façon très similaire au cas gaussien. Cependant, dans le cas poissonnien, la

régularité de la fonction h n’a pas de sens. On se concentre ainsi sur sa croissance

à l’infini (correspondant au paramètre p). Cela rend l’estimation du terme d’erreur

moins délicate que dans le cas gaussien. On peut envisager que la même méthode

conduira à des distributions compatibles aux d’autres opérateurs fonctionnels et des

formules de développement plus générales.
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[J9] N. El Karoui, M. Jeanblanc, Y. Jiao, B. Zargari – “Conditional pro-
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